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Introduction

Les courbes elliptiques représentent un vaste sujet d’étude en théorie des nombres et
I’aspect calculatoire y joue un role non négligeable. Ce sont, par exemple, des expériences
numériques qui ont amené Birch et Swinnerton-Dyer a formuler leur célebre conjecture.
Le théoreme de Gross-Zagier, quant a lui, a été motivé en partie par les nombreux calculs
de Birch et Stephens sur les points de Heegner. Depuis quelques années, de nombreux
algorithmes apparaissent et permettent d’étudier de plus en plus les objets mathématiques
attachés aux courbes elliptiques. Dans cette these, nous nous intéresserons principalement
a 'aspect explicite du revétement modulaire. Il s’agit du lien qui existe entre :

— Une courbe elliptique définie sur Q de conducteur N.

— La courbe modulaire Xo(N) ; cet espace s’interpréte de fagon géométrique ou analy-
tique. Dans la plupart des cas, nous utiliserons la version analytique qui est mieux
adaptée pour les calculs.

Ce lien est une application entre ces deux espaces appelée application de Weil, ou bien
revetement modulaire. Elle est donnée par une forme modulaire de poids 2 et de ni-
veau N. L’existence automatique de cette application a longtemps été conjecturale puisque
c’est une forme équivalente de la fameuse conjecture de Taniyama-Weil selon laquelle
toute courbe elliptique définie sur Q est modulaire. Cette conjecture démontrée en toute
généralité par les récents travaux de [Wiles|, [Taylor-Wiles|, [Breuil etc.] a donc finale-
ment succombé aux recherches intensives et profondes de nombreux mathématiciens. Ceci
a des conséquences importantes en théorie des nombres. Une des plus célebres est sans
doute la preuve du grand théoreme de Fermat : pour n > 3, ’équation a™ + 0" = ¢" n’a
pas de solutions entieres non triviales. Il a fallu plus de trois siecles pour en donner une
démonstration et il est fort probable qu’aucune marge ne soit assez large pour la conte-
nir! La description concrete de 'application de Weil est possible et va nous permettre
non seulement de résoudre des problemes de théorie des nombres mais aussi de pouvoir
I’étudier de fagon explicite.

Dans un premier temps, nous allons faire quelques rappels succincts sur les trois objets
centraux que nous utiliserons.
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L’espace X(V)

Soit N un entier naturel. D’un point de vue géométrique, 'espace Xo(V) est la com-
pactification de I'espace Yy(IN) qui classifie, a isomorphisme pres, les couples de courbes
elliptiques (F, E') munie d’une isogénie ¢+ : E — E’ de degré N. De fagon analytique, une
courbe elliptique E est le quotient de C par un réseau A. On peut toujours considérer le
couple (E, E') comme étant de la forme :

(E~C/(Z+7Z),E' ~C/(Z+TNZ)) ,

avec 7 convenable appartenant au demi-plan de Poincarré H. Deux nombres 7 et 7/
donnent lieu au méme point de Xy(N) si et seulement si ils sont équivalents modulo

Fo(N) ie. :

ar +b
ct +d

a b

= M7 = ot MEFO(N):{(C d)GSLQ(Z), NIC}

Ainsi, on obtient la version analytique de Xo(N) :
Xo(N) =H/T4(N) avec H=HU{oo}UQ.

La surjection canonique 7 : H — Xo(INV) permet de définir des cartes locales et de munir
Xo(N) d’une structure de surface de Riemann compacte (cf. [Shimura 1]).

Les pointes de X((V) sont les points provenant de {oo} U@, elles sont en nombre fini et
ilyena:
dIN

ou ¢ est la fonction indicatrice d’Euler. Comme systeme de représentants de ces pointes
dans X(N), on choisit I'ensemble des ¢ € P1(Q) tels que :
— Le dénominateur b parcourt I’ensemble des diviseurs positifs de N.
— Si t = pged(b, N/b) alors pour chaque 0 < ag < t avec pged(ag,t) = 1, on fixe un
nombre a = ag (mod N/b) avec pged(a,b) = 1 (un tel choix est toujours possible).

Il n’est pas difficile, quoiqu’'un peu technique, de décrire un procédé qui calcule une matrice
M € Ty(N) telle que M P = P’ si P et P’ sont deux pointes équivalentes.

Si P = ¢ € Xo(IV) est une pointe et I'g(N)p le stabilisateur de P dans I'g(V) et si de plus,
M € SLy(Z) est telle que M P = oo, alors il existe un nombre entier positif h vérifiant :

MTo(N)pM ™" = {i ( (1) ”1h ) , ne Z} . (1)

Le nombre h s’appelle la largeur de la pointe et on a :

- N
 pged(N,b?)
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Les éléments elliptiques d’ordre 2 (resp. d’ordre 3) de Xo(NN) sont les points fixes de H
par les matrices elliptiques d’ordre 2 (resp. ordre 3) de I'g(N). Ils sont faciles a déterminer
et il y en a vy (resp. v3) ou :

0 sid| N

2= { [l <1+ (%)) sinon ’

0 si9| N
= Hp|N <1 + (%)) sinon

Enfin, on note p I'indice de I'g(N) dans SLs(Z) de sorte que :

(-3

pIN
Soit IP1(Z/NZ) 'ensemble défini par :
Pl(Z/NZ) = {(C7 d) ) ngd(C> d) = 1}/ ~

ol ~ est la relation d’équivalence (¢,d) ~ (¢,d') < cd’ = ¢d (mod N). Les éléments
(¢,d) sont les “M-symboles” et ils permettent entre autre de donner un sytéme complet
de représentants de SLo(Z) modulo I'y(N) en associant a (¢,d) € P1(Z/NZ) la matrice

( CCL 2 > € SLy(Z) ou a et b sont des entiers vérifiant ad — be = 1.

Formes Modulaires

. . . b , .
Soit k un entier. Pour toute matrice M = ( CCL € GLy(R) ayant un déterminant

d

positif, on définit I'opérateur |, qui agit sur les fonctions f : H — C par :
fla(r) = det(M)k/2(c7' +d)Ff(MT) .

Une forme modulaire de poids k sur I'g(N) est une fonction f sur H telle que :

1. f(7) est holomorphe.

2. flm(7) = f(7) pour toute matrice M € T'o(N).

3. f(7) est holomorphe aux pointes.
Si de plus f s’annule aux pointes, on dit que f est une forme parabolique. On note
M (N) (resp. Sp(N)) 'espace vectoriel de dimension finie des formes modulaires (resp.
paraboliques) de poids k sur I'g(/V). Si x est un caractere de Dirichlet modulo NV, on peut
aussi définir les formes modulaires de caractéres xy en remplacant la condition 2. ci dessus
par :

2" flu(T) = x(d)f(7) pour toute matrice ( CCL 2 > € Io(V).
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Si le caractere y est non trivial, on peut éventuellement avoir des formes de poids k impair
non nulles . On note My (N, x) et Sp(N, x) les espaces vectoriels correspondants.

La condition 3. signifie la propriété suivante. Soit P une pointe de largeur h et soit
M € SLy(Z) telle que M oo = P. Alors I'égalité (1) et la condition 2. entrainent que f|y
est périodique de période h. On peut donc écrire le développement de Fourier de f|; :

flv(T) = Z c(n)g™" avec q=e*" . (2)

n

La fonction f est holomorphe en P si ¢(n) = 0 pour tout n < 0. La forme modulaire f
est parabolique si de plus ¢(0) = 0. Lorsque P = oo et M = Id, le développement (2) est
trés important ; on note a(n) ses coefficients, i.e. :

n>0

On définit les opérateurs de Hecke sur My (N) par :

p—1
T,(f) =" f(pr) +%Zf<T+])
7=0

Q| N, onpose Q@ =1[,q pordP(N ) et on définit I'opérateur d’Atkin-Lehner W, par :

Wqo = ( i% wgé?/ ) ;o det(Wo) = Q'

Remarquons que si p"||N alors W, = W2 = --- = Wjn. A partir de maintenant, on va
restreindre notre attention a I’espace des formes paraboliques Si(/N). On peut montrer
qu’il existe sur Sk (V) une base de vecteurs propres pour tous les opérateurs de Hecke. On
définit le sous espace Sp(N)?? de Si(N) comme le sous espace engendré par les formes g
du type :
N
g(dr) ouge Sy(M) avec M| N, M # N, d| 7

L’espace Si(IN)™* est alors le complémentaire orthogonal de Sy (N)°
produit scalaire de Petersson :

par rapport au

(f.9) =/ f(r)g(r)y"2dady , T=x+iy .
Xo(N)

Une forme f € Sip(NN)™" qui est vecteur propre pour tous les opérateurs de Hecke est
appelée “newform”. Elle est qualifiée de normalisée si de plus on a a(1l) = 1 dans son
développement de Fourier a I'infini. Une newform f est aussi vecteur propre pour tous les
opérateurs Wy d’Atkin-Lehner ([Atkin-Lehner]), i.e.
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Remarque : La terminologie francgaise voudrait que nous parlions de forme primitive
plutot que de “newform”, mais nous avons volontairement conservé le terme anglo-saxon
pour éviter toute confusion avec la notion de forme primitive introduite dans [Atkin-Li]
et que nous utiliserons. Pour nous, une newform f est primitive si elle n’est la tordue
d’aucune forme sur I'o(N’) avec N’ < N.

On note Ny () I'ensemble des newforms normalisées. Si f(1) = >, -, a(n)g" € Ni(N)
alors la série de Dirichlet L(f,s) = > a(n)n™® converge pour Re(s) > (k + 1)/2, se
prolonge en une fonction entiere et vérifie ’équation fonctionnelle :

A(f,s) =eA(f, k—s) e==1,

ot A(f,s) = (VN/2r)*T'(s) L(f,s). De plus, la série L(f,s) se décompose en un produit
de facteurs Eulériens :

L(fis) = JIW(fr™)
= I —app )"0 -pEp )" .

p
Avec :

a(p) + B(p) = a(p)

a(p)| = p** 1 et B(p) =0 sip||N

la(p)| =0et B(p) =0 si p?|N .
Notons que le signe € de I'équation fonctionnelle est donnée par fly, = —¢f.

Si w est une forme différentielle holomorphe de Xy(V), alors elle est de la forme f(7)dr
ou f est une forme parabolique de poids 2 sur I'o(N). L’application :

f(r) — f(r)dr

est un isomorphisme entre S3(N) et 'espace vectoriel des formes différentielles holo-
morphes de Xo(N). En particulier, la dimension de Sy3(/N) est égale au genre g de Xo(N)
qui est donné par :

1] V3 Vso

L
I B Voo
9= TS T T3

Courbes elliptiques Modulaires

Dans toute la suite, lorsque nous définirons une courbe elliptique E définie sur Q
par une équation, nous donnerons toujours le modele minimal de Weierstrass (i.e. celui
donnant le discriminant minimal). Soit donc E une courbe elliptique de conducteur N et
d’équation (minimale) :

E :y2—|—a1my—|—a3y:x3+a2x2+a4x—|—a6 .
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Le théoreme de Mordell-Weil nous donne la structure du groupe des points rationnels de
la courbe :

EQ)=Z"® E(@)tors )

ou r est le rang de E(Q) et E(Q)trg est sa partie de torsion ( elle est facile a déterminer).
D’un point de vue algorithmique, déterminer E(Q), revient a trouver r générateurs
indépendants de E(Q).

Pour p 1 N, on pose a(p) = p+ 1 — |E(F,)|. On peut aussi définir des nombres a(p)
lorsque p | N (dans ce cas a(p) = £1 ou 0). On obtient alors la série L de E' :

L(E,s) = [ —a@p+p~) " J[(-a@p—)™"

PIN pIN
= Za(n)n‘s Re(s) > 3/2 .
n>1

Comme toute courbe elliptique est modulaire, L(F,s) est exactement la série L d'une
forme modulaire f € N5(NN) et ainsi, on associe naturellement a E une newform de poids
2 sur I'g(V). La fonction L(E, s) se prolonge donc a tout le plan complexe en une fonction
entiere et vérifie une équation fonctionnelle. La conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer
relie la valeur en s = 1 de cette série de Dirichlet a certains invariants géométriques de la
courbe :

Conjecture (BSD)
L(E R(E)Q
g LB R(EOC
s=1(s—=1)"  [EQ)tors]
ou R(E) est le régulateur, Q2 la période réelle, ¢ le produit des nombres de Tamagawa et
LI le groupe (conjecturalement fini) de Tate-Shafarevitch de E.

Cette conjecture tres forte, s’inscrit en fait dans un cadre plus général. Elle a été vérifiée
numériquement sur de nombreux exemples et est partiellement démontrée dans deux cas :

Cas du rang 0. Si L(E,1) # 0, alors r = 0 et le groupe I est fini ([Kolyvagin],
[Bump-Friedberg-Hoffstein|, [Murty-Murty]). De plus, L(E, 1)/ est un nombre ra-
tionnel.

Casdurang 1. SiL(E,1) =0et L(E,1) # 0, alors r = 1 et le groupe III est fini.
([Kolyvagin|, [Gross-Zagier]).

Dans le second cas, pour montrer que F(Q) est de rang 1, Gross et Zagier construisent
sur E(Q) un point de Heegner d’ordre infini. Cette construction sera détaillée dans le

chapitre I.

Une autre conséquence de la modularité de E est qu’il existe une application non constante
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¢ : Xo(N) — E(C) telle p(c0) = 0 (c’est le revétement modulaire de E). L’'image
réciproque par ¢ de w, la forme différentielle de Néron sur F, est une forme différentielle
holomorphe de X (V). Elle est donc de la forme g(7)dr ot g € So(N). La théorie d’Eichler-
Shimura affirme que I'on a en fait (cf. [Swinnerton-Dyer-Birch]) :

0" (w) = 2imey, f(T)dr |

ou f(7) est la newform normalisée associée a F, et ¢,, € Z est la constante de Manin (que
'on peut toujours supposer positive). Dans la classe d’isogénie de F, il existe une et une
seule courbe, appelée courbe de Weil forte, dont le revétement modulaire domine tous les
autres ([Mazur-Swinnerton-Dyer]). Pour cette courbe, la conjecture de Manin affirme que
l'on ac, =1.

On peut aussi voir I'espace Xo(N) comme une courbe projective lisse définie sur Q. Dans
ce cadre, le revetement modulaire ¢ est un morphisme de courbes algébriques défini sur
Q. Les propriétés arithmétiques et géométriques de ¢ proviennent en général de cette
interprétation.

Revétement Modulaire

Description de ¢

Réciproquement, supposons que f(7) = > a(n)q" soit une newform normalisée avec
des coefficients de Fourier entiers. La forme différentielle 2ircf(7)dr, ¢ € Z, étant holo-
morphe, 'intégrale :

o(1) = 2imc /Oo f(2)dz

est indépendante du chemin choisi et définit une fonction 5 : H — C. De plus, si
v € T'o(N), on pose :

w(y) = o(h7) — (1) ,
la fonction w(7y) ne dépend pas de 7 et définit ce que 'on appelle une période de f. Un
choix optimal pour 7 permet de calculer rapidement w(y) ([Cremona 1]). On peut montrer
que w : ['o(IN) — C est un homomorphisme de groupe. L'image w(I'y(N)) est contenu
dans un réseau A de C, et on a une application :

6. Xo(N) — C/A
T — czn>1 %n)q”

En considérant la fonction de Weierstrass associée au réseau A, on peut voir C/A comme
une courbe elliptique F :

0 Xo(N) -2 €/A -2 B(C)

ou 'on a noté p l'isomorphisme de groupe classique de C/A dans E(C) induit par la
fonction de Weierstrass. Le calcul de p ne pose pas de probleme (par exemple, la fonction
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o est programmée dans le systeme PARI [Pari]). Avec nos hypotheses (a(n) € Z), on peut
trouver une courbe elliptique E, définie sur Q de Weil forte telle que L(E,s) = L(f,s).
De plus, en choisissant ¢ = ¢, la constante de Manin pour E, le réseau A engendré par
les périodes du modele minimal de E contient w(I'o(N)) (la conjecture de Manin affirme
que ces deux réseaux sont en fait égaux avec ¢ = 1).

Ceci nous donne une description explicite de ’application de Weil pour £E. Comme toute
courbe elliptique définie sur Q@ est modulaire, la construction ci-dessus est toujours pos-
sible.

Calcul de ¢ aux pointes

Soient 7 dans H, on note {7} le symbole modulaire tel qu’il est décrit dans [Cremona 1]
(C’est un élément de Hy(Xo(N)) et il faut voir {7} comme un chemin allant de 7 & oo sur
lequel on va intégrer f). Soit o une pointe, I'opérateur de Hecke T, agit sur les symboles
modulaires et on a (cf. [Cremona 1)) :

Tp{a}z{paH:{C“H} | 3)

p

Sip=1 (mod N) alors les pointes pa et (a+j)/p (j = 0, - - p—1) sont toutes équivalentes

a a. On peut donc trouver des matrices My, My, ---, M, € I'y(N) telles que :
+7 .
Mja = - / 320717"'7p_17
p
M, = pa .

En écrivant {(a+7)/p} = {(a+j)/p} —{a}+{a}, et en faisant agir f sur la formule (3),
on obtient :
P
(14+p—alp))g(a) =Y w(dM,) .
§=0
1 p
_ w(M,) permet de définir (via la valeur de ¢ a la
pointe « et de voir que c’est bien un point de torsion conformément au théoreme de
Manin-Drinfeld.

Et donc ¢(a) =

Calcul de p en 7 € H

Soit 7 € H, comme on I’a vu pour calculer ¢(7), il suffit d’évaluer la série :

aln .
Z ()qn qz€2m7
n

n
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qui converge rapidement. Cependant, lorsque 7 a une petite partie imaginaire, il faut
beaucoup de termes dans la série pour avoir une bonne précision. Pour évaluer ¢, il vaut
mieux utiliser un représentant 7/ de 7 qui possede une partie imaginaire maximale. On
peut aussi utiliser les opérateurs d’Atkin-Lehner Wy,. En effet, comme f|w, = £f, on en
déduit que :

p=poWo+P ouPeEQ)ys -

On peut facilement déterminer P et le signe £1 de la formule précédente (en particulier
si @ est sans facteur carré, le signe est égal a —ag).
Pour calculer ¢, on choisit @ | N et Wy tels que W7 possede une partie imaginaire
maximale. On calcule ¢(WqT) et on en déduit (7).

Plan de la these

Dans les trois premiers chapitres de cette these, nous nous intéressons plus parti-
culierement aux revétements modulaires des courbes elliptiques.
Dans le premier chapitre, nous utiliserons la théorie des points de Heegner et le travail
de Gross-Zagier pour décrire un algorithme général qui trouve des points rationnels non
triviaux sur les courbes elliptiques de rang 1.
Le deuxieme chapitre sera consacré au calcul du degré du revétement modulaire. En parti-
culier, nous y donnerons une méthode analytique rapide pour déterminer cet entier basée
sur les propriétés arithmétiques du carré symétrique de la série L de la courbe elliptique.
Au troisieme chapitre, nous expliquerons comment on peut évaluer de fagon expérimentale
et étudier les points de ramification de I'application de Weil. Afin de déterminer quelles
pointes sont des points critiques, nous étudierons le développement de Fourier des formes
modulaires paraboliques aux pointes.

En se basant sur I’analogie qui existe entre les courbes elliptiques et les corps de nombres,
nous ferons, dans le chapitre IV, une étude sur les groupes de Tate-Shafarevitch des
courbes elliptiques définies sur QQ similaire a celle de Cohen et Lenstra sur les groupes de
classes d’un corps de nombres.

L’utilisation du carré symétrique pour calculer le degré du revétement modulaire s’insere
dans le cadre général des conjectures de Deligne sur les valeurs spéciales des séries L. Dans
le dernier chapitre, nous décrirons ces conjectures et expliquerons comment nous pouvons
obtenir des données numériques en leur faveur.
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Chapitre 1

Points de Heegner

Les points de Heegner nous fournissent, dans ce chapitre, une premiere application

concrete du revetement modulaire associé a une courbe elliptique. La théorie des points
de Heegner et l'utilisation de la version analytique de l’application de Weil vont nous
permettre de calculer un point rationnel d’ordre infini sur les courbes elliptiques de rang
1 et de donner ainsi des solutions non triviales au probleme Diophantien initial.
Comme nous le verrons, les points de Heegner sont attachés a des discriminants d’ordres
de corps quadratiques. Il est classique, dans cette méthode, de ne considérer que des
discriminants impairs et premiers avec le conducteur de la courbe (cf. [Stephens], [Green],
...) . Cependant, il est nécessaire, pour faciliter les calculs, d’avoir le plus large éventail
de choix possibles. Dans ce chapitre, nous expliquerons comment construire de tels points
de Heegner, y compris dans le cas ou leur discriminant n’est ni impair, ni premier avec le
conducteur.

I.1 Définitions et propriétés

I.1.1 Points de Heegner

Un point de Heegner est un point particulier de Xy(/V). Rappelons que de fagon
géométrique, un point de Xy(V) différent d’une pointe peut-étre vu comme un couple
ordonné (E, E’) de courbes elliptiques muni d’une isogénie ¢ : ' — E’ de degré N. Birch
définit un point de Heegner comme un couple (E, E’) tel que E et E" aient multiplication
complexe par le méme anneau d’endomorphismes O (cf. [Birch]). L’anneau O est donc
un ordre d'un corps quadratique imaginaire K. Le discriminant D de O est de la forme
2Dy on Dk est le discriminant du corps quadratique K et f I'indice de O dans I'anneau
des entiers O de K. C’est a ce discriminant D que sont attachés nos points de Heegner.
Ici, nous allons seulement considérer le cas ou f = 1, donc le cas des discriminants
fondamentaux (ceci n’est pas restrictif pour application que nous voulons envisager :
le calcul des points rationnels sur une courbe elliptique). D’un point de vue analytique,
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7 € Xo(N) donne lieu au couple :
(E=C/(Z+7Zt), E'=C/(Z +ZNrT))

Le fait que F ait multiplication complexe entraine que 7 est solution d’une équation de
degré 2 a coefficients entiers :

AT* 4+ BT +C =0 avec pged(A, B,C) =1et A(T) = B> —4AC . (L.1)

Ainsi, 7 est un point de Heegner si 7 et N7 satisfont tous les deux a une équation du type
(I.1) avec A(1) = A(NT). Ne considérer que des ordres maximaux signifie que A(7) = Dy
est un discriminant fondamental. Si 7 est un point de Heegner de discriminant D alors
I'équation Dy = B? —4NC possede des solutions avec (N, B,C') = 1. On peut alors fixer
B € ZJ/2NZ tel que 3? = Dy (mod 4N).

Le groupe des classes d’idéaux Clg de K est isomorphe au groupe des classes des formes
quadratiques de discriminant Dg. Pour chaque classe d’idéaux [a] € Clg, on associe le
point de Heegner :

(3.1a) = “2EVPE mod () € xo(V)

ou (A, B,C) est une forme quadratique primitive de discriminant Dy dont la classe
correspond avec [a] et ou N | A et B = (3 (mod 2N) (une telle forme existe tou-
jours). L’interprétation géométrique du point de Heegner (3, [a]) est donné par le couple
(C/a,C/an"1) ou n désigne I'idéal primitif :

v D
Le choix de f fixe I'idéal primitif n et le point (/3 [a]) correspond au point de Heegner
(Ok,n,[a]) dans la notation utilisée par Gross (cf. [Gross]).

I.1.2 Premieres propriétés

Soit F une courbe elliptique définie sur Q de conducteur N. On suppose que le rang
analytique de E vaut 1. Dans ce cas, le groupe de Tate-Shafarevith III de E est fini, et le
rang géométrique de E vaut 1 ([Gross-Zagier|, [Kolyvagin]). On note f(7) =) a(n)q" la
forme modulaire de poids 2 sur I'y(V) associée a E et ¢ le revétement modulaire comme
défini dans l'introduction :

v Xo(N) -2 C/A -2 B(C)

Les hypotheses faites sur F entrainent que L'(E,1) # 0 et que le signe € de I’équation
fonctionnelle de A(E, s) est négatif, ou L(E, s) désigne la série L de E et A(F, s) sa fonc-
tion complétée.
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Les points de Heegner sont liés a un discriminant négatif (ici fondamental) vérifiant cer-
taines conditions. Pour la suite, on se fixe un discriminant D < 0 tel que :

Condition 1 : D est un carré modulo 4N.

Soit 8 € Z/2NZ tel que 5> = D (mod 4N). On note K le corps quadratique imagi-
naire de discriminant D, C! son groupe de classe et 2u le nombre de racines de I'unité de
K. De plus, on désigne par H le corps de classe de Hilbert de K. Le groupe de Galois
de H sur K est isomorphe a Cl. Un isomorphisme est donné par I'application d’Artin
que l'on notera A dans la suite. Si P = (3, [a]) € Xo(N) est un point de Heegner, alors
¢o(P) € E(C) (comme tout point de Xo(N)!). Cependant, la théorie de la multiplication
complexe permet de montrer que d’une part :

p(P) e E(H) (L.2)
et que d’autre part,

@ (8, ()™ = o ((8,[ab71])) - (L3)

Ces deux dernieres propriétés sont par exemple des applications du théoreme 4.3 de
[Silverman]. Pour un contexte plus général, on pourra se référer par exemple a [Gross]
et & [Shimura 1]. Les actions de la conjugaison complexe 7 et de Iinvolution de Fricke
W sur les points de Heegner se calculent directement :

p((8.[a])" =@ ((=B,[a1]) , (L4)
» (Wx(B,[a])) = ¢ (=8, [an""])) . (L5)

Il existe aussi une description de I'action des involutions d’Atkin-Lehner ([Gross|) mais
nous ne l'utiliserons pas ici.

L’image par ¢ d'un point de Heegner étant algébrique, il suffit d’en calculer la trace pour
obtenir un point rationnel. Pour cela posons :

P=3 @@= ¢((0 )
ceGal(H/K) [BleCl
Les coordonnées de P appartiennent ainsi au corps quadratique K ; de plus on a :

Théoréme 1 Le point P appartient ¢ E(Q).

Preuve :
P= 3 w(BIa) =3 ¢ (W3 )
oeGal(H/K) o
En effet, 'involution de Fricke agit trivialement sur ¢ a cause du signe (¢ = —1) de

I’équation fonctionnelle. De plus,

> e Wn(B.[a])” = > ¢ ((—8.[an])’
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Dans cette preuve, on a utilisé en fait 1'égalité plus précise suivante :

(B, [a])" = (8, [a~"n)))

De plus, on peut voir que si [a] correspond & la forme (A, B, C), alors la classe [a"!n]
correspond a la classe de (A/N,—B,CN). Cette remarque permet de diviser le nombre
d’évaluations de ¢ par deux; si on a calculé ¢ ((8, [a])), on reconnait facilement la forme
(A", B',C") ~ (A/N,—B,CN) et nous n’avons pas besoin d’évaluer ¢ au point correspon-
dant, puisqu’il suffit de prendre le conjugué de ¢ ((3, [a])).

Exemple : Prenons E : y? +y = 23 — z, la plus petite courbe (au sens du conduc-
teur) de rang 1 sur Q, on a N = 37. Choisissons tout d’abord D = —7 et § = —17. On

a:
17+ =7 :
et p(x) = [0.00---,0.00---]. On identifie aisément le point rationnel [0,0] qui est un

générateur E(Q).
Prenons maintenant D = —47 et § = —29+4+4 x N = 119. Il y a cinq classes de formes
quadratiques de discriminant —47 :

(3,1,4) ~ (37,,2° x 3)
(1,1,12) ~ (3x37,3,2°) ~(1,-f3,2° x 3 x 37) ,
(3,—1,4) ~ (2x37,3,2"x3)

(2,1,6) ~ (4x37,3,2>x3)~(2,-3,2* x3x37) ,
(2,-1,6) ~ (6x37,3,2*x3)~(6,—-3,2* x 3 x37) .

On calcule alors :

—119 + /=47
- ~ —0.66457 — 0.51118 x i .
2 ¢( N ) 0.66457 — 0.51118 x i
—119 + /=47 .
- ~1.10414 — 0.4 .
2 gb( T ) 0 0.48955 X i

—119 + /47 .
= ~ 0.05045 + 1.22 .
23 gb( 15 %37 ) 0.05045 + 569 x 1

Puis le point = 2y + Z1 + 22 + Z2 + 23. Enfin, p(z) donne encore le point [0, 0].

Une des principales difficultés est 1’évaluation de ¢ en un point de Heegner. En effet,
dans le choix de la forme quadratique (A, B,C') correspondant a la classe [a], N doit
diviser A. Si le conducteur est grand, le point de Heegner (3, [a]) a une petite partie ima-
ginaire et il faudra beaucoup de termes dans la série pour obtenir une précision suffisante
afin de pouvoir reconnaitre P en tant que point rationnel de F(Q). Ainsi, le conducteur
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ne peut pas étre trop grand pour les applications numériques.

Les hypotheses faites sur D entrainent que si p | pged(D, N) alors p divise exactement
N (si p # 2, p||D aussi). Soit p | pged(D, N), I'opérateur d’Atkin-Lehner W, agit sur les
points de Heegner, si, de plus, f|W, = —f (= —a,f car p||N) alors ¢ o W, = —p + @ ou
() est un point de torsion de F(Q). Cette derniere hypothese implique alors que le point
P que nous obtenons est forcément un point de torsion. Ceci donne lieu a une restriction
supplémentaire sur D :

Condition 2 : Si p | pged(D, N) alors W, agit trivialement sur f (i.e. a, = —1).

Cette condition est bien siur vide si D et N sont premiers entre eux mais elle est ab-
solument indispensable dans le cas général.

1.2 Formules de Gross-Zagier

1.2.1 Tordues quadratiques

Soit E une courbe elliptique définie sur QQ, de conducteur N, et soit ¢ le signe de
'’équation fonctionnelle de la série L de E. On note f = ) a,q" la forme modulaire
de poids 2 sur I'y(N) associée a E. On a f|lw, = —ef. Enfin, on se donne D < 0 un
discriminant qui soit un carré modulo 4N. On définit alors I’ensemble S par :

S ={p premier tel que p | pged(D,N) et a, = 1} .
On considere fp la tordue de f par le caractere quadratique (2) :
D n
Ip= ; Qnp (g) q .

Comme on 'a vu plus haut, p | D = p?{ N, on en déduit que la forme f est p-primitive
pour tout p | D (primitive au sens d’Atkin et Li [Atkin-Li]) . Ainsi, fp est une newform
de poids 2 sur T'y(Np) avec Np = ND?/pged(D, N). De plus, les résultats de [Atkin-Li]
permettent de montrer que 'on a :

fD\WND =€ <_1)|S‘fD .

Soit Ep la courbe elliptique définie sur Q tordue de E par D (i.e. E et Ep sont isomorphes
sur Q(v/D) mais pas sur Q). La forme modulaire associée & Ep est alors précisément la
forme fp (grace a la primitivité de f, ceci ne serait pas vrai en général si f n’était pas
p-primitive). Le signe de 1’équation fonctionnelle de la série L de Ep est donc ep =
—e (=18l siep=1ona:

D —27mn
L(Ep,1) = QZan (ﬁ) exp <\/ND2/ pgcd(D,N)) . (1.6)
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1.2.2 Le cas classique

Revenons a notre étude. En particulier, E' est une courbe elliptique de rang 1 sur Q
(donc e = —1), de conducteur N et D est un discriminant négatif vérifiant les conditions 1
et 2 (dans un premier temps, on va, en fait, se restreindre au cas classique des discriminants
impairs et premiers avec le conducteur). Le point P est un point rationnel (“de Heegner”)
associé a D et un (8 convenable. Le groupe de Mordeil-Weil est engendré par un seul
élément G (modulo la torsion), et le point P que nous calculons est un multiple de ce
point i.e. :

P=/(G (mod E(Q)tors) pour un certain ¢ € Z.

Cependant, le point G est plus facile a reconnaitre (en tant que point rationnel) que
le point P lui-méme, du moins quand ¢ est grand. Il est donc important de pouvoir
déterminer a l'avance la valeur de ¢ ou du moins I'un de ses facteurs. Les formules “a
la Gross-Zagier” vont nous permettre d’obtenir des informations de ce type. Pour cela
posons :

Lp =2"L(Ep,1) ,

ou r est le nombre de facteurs premiers distincts divisant pged(D, N).

Remarques : 1) La condition 2 sur le discriminant affirme en fait que ’ensemble S
est vide. Le signe €p de I'équation fonctionnelle de la série L de Ep est donc égal a
ep = —e = 1. On peut alors calculer Lp en utilisant la série (1.6) qui converge rapide-
ment.

2) Nous avons placé le facteur 2" dans la série définissant Lp afin d’harmoniser les for-
mules ; il est justifié dans [Gross]. En particulier, ce facteur disparait lorsque D et N sont
premiers entre eux.

Proposition 1.2.1 (Sous BSD) Si D < —4 et pged(D,2N) =1 alors :

0 VD] cQ
LD )

L]~ 4Vol(E)[E(Q) s

ot ¢ (resp. 1) est le produit des nombres de Tamagawa (resp. la période réelle) de E.

Preuve : Sous les hypotheses de la proposition, la formule de Gross-Zagier [Gross-Zagier]
affirme que :
h(P) = 7”|D|L’(E 1)Lp (1.7)
4 Vol(FE) ’ ’
ou h est la fonction hauteur canonique de £(Q). On remplace dans cette formule L'(E, 1)
par sa valeur prédite dans la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer (le régulateur est ici

h(G)). 0
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I1.2.3 Le cas général

Nous voulons avoir le plus de choix possibles parmi les discriminants afin de garder celui
qui conduit aux classes (A, B, C') donnant des points 7 € H ayant des parties imaginaires
maximales. Il faudrait donc limiter (au moins conjecturalement) les restrictions que nous
avons faites sur D dans la proposition 1.2.1. Dans [Hayashi], 'auteur généralise le travail
de Gross et de Zagier et conjecture que la formule (I.7) est valable dans un contexte plus
général, incluant le cas de tous les discriminants fondamentaux vérifiant les conditions 1
et 2. En reproduisant le raisonnement précédent, nous sommes naturellement amenés a
faire la conjecture générale suivante :

Conjecture 1.2.2 Avec les notations précédentes, en particulier D est un carré modulo
AN et pour tout p | pged(N, D) le p-iéme coefficient de Fourier de f est égal a —1, on a :

2 V| D] cQu?
= LD )

| LT | N 4V01(E)|E(Q)t0rs|2

ot 2u désigne le nombre de racines de ['unité de K.

Rappelons que u = 1 sauf dans les cas D = —3 et D = —4 pour lesquels on a u = 3 et
u = 2 respectivement. Ce nombre u n’a pas besoin d’apparaitre dans la proposition 1.2.1.
La conjecture 1.2.2 a été vérifiée sur de nombreux exemples, et elle est justifiée par [Gross|,
[Gross-Zagier|, [Hayashi| et par la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer. Comme nous
I’avons vu, pour les applications numériques, le conducteur N ne doit pas étre trop grand.
Comme, en outre, le rang de la courbe elliptique est 1, on s’attend a ce que l'ordre du
groupe de Tate-Shafarevitch 11T de E' soit petit et souvent trivial ou a la rigueur, que ||
soit éventuellement grand mais que le point rationnel ait une petite hauteur et soit donc
facile & trouver. La conjecture (1.2.2) nous donne alors une trés bonne approximation de ¢
dans les cas ou 'utilisation de la méthode des points de Heegner est justifiée. Elle donne
aussi une condition supplémentaire sur D pour obtenir un point d’ordre infini. Puisque
I’on doit avoir £ # 0 :

Condition 3 : Lp # 0.

Dans l'exemple de la partie précédente, 1’évaluation numérique du membre de droite
de la formule de la conjecture (I.2.2) donne (comme attendu) ¢2/|III| = 1 pour les deux
discriminants choisis.

Remarques : 1) Dans la proposition 1.2.1 et la conjecture 1.2.2, seule une information
sur £? est donnée. On en déduit ¢ au signe pres, mais cela n’a pas d’importance car si G
engendre F(Q), —G l'engendre aussi. Si l'on se fixe un générateur et que l'on fait varier
les discriminants, on obtient alors une suite de nombres bien définis (¢) = (¢{p)p. Dans
[Gross-Kohnen-Zagier|, on montre que ces nombres sont en fait les coefficients d’'une forme
de Jacobi associée a f.
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2) Le nombre ¢?/|III| peut-il ne pas étre entier ? Bien siir, cela ne peut pas se produire
si [II] = 1. Mais si III n’est pas trivial, peut-on trouver un discriminant D tel que
(*/|1I| € Z? Dans un premier temps, on peut penser que oui, car le groupe III reste
fixe alors que le nombre ¢ varie avec le discriminant. Nous avons effectué plusieurs cal-
culs concernant cette question en considérant des courbes elliptiques de rang 1 ayant un
groupe de Tate-Shafarevitch non trivial (sous BSD). De telles courbes apparaissent, par
exemple, dans les tables de Cremona ([Cremona 1]), ([Cremona 3]) ou parmi les courbes
elliptiques associées aux “simplest cubic fields” ([Delaunay-Duquesne]). Nous avons donc
utilisé abondamment la conjecture 1.2.2 sur ces courbes. Cependant nous n’avons trouvé
aucun cas mettant en évidence une valeur non entiere de ¢2/|III| (méme lorsque le sous
groupe de torsion de E(Q) n’est pas trivial).

Dans la dernie¢re partie de ce chapitre, nous montrerons (sous BSD) que ¢?/|III| est tou-
jours entier pour une certaine famille de courbes elliptiques (corollaire 1.4.1).

3) Lorsque l’ensemble S n’est pas vide, la condition 2 n’est pas vérifiée et le point ob-
tenu est de torsion. Cependant, on peut évaluer le membre de droite de la formule de la
conjecture 1.2.2 & chaque fois que Lp correspond (& 2" pres) a la valeur en s = 1 de la
série L de Ep (i.e. des que —e (—1)1* =1 ol ¢ est le signe de I’équation fonctionnelle de
E). En remplacant Lp par sa valeur donnée par la conjecture BSD, on remarque alors
que le membre de droite de la formule de la conjecture 1.2.2 est un nombre rationnel.
Ce n’est pas toujours un entier. Prenons par exemple la courbe elliptique £ d’équation
y?+y=2®+ 2% — Tr + 5, de conducteur N = 91 = 7 x 13 et vérifiant a; = a;3 = 1. Si
D = —91, les calculs numériques donnent :

V|D|ch) Ly ~ L77777777 ~ 20
AVOI(E) EQ)gors? 7~ '

On peut aussi donner des exemples pour lesquels la valeur trouvée n’est pas un carré
rationnel (prendre par exemple F : y? +y = 23 + 22 — 102 + 10 de conducteur N = 123
et D = —123).

1.3 Calculs explicites des points de Heegner

1.3.1 Méthode

Pour obtenir un point rationnel par la méthode des points de Heegner, on doit faire des
évaluations de la fonction . Pour cela, il faut au préalable avoir déterminé la constante
de Manin c,, associée a E. Si la courbe est de Weil forte, la conjecture de Manin affirme
que ¢,, = 1. On fait alors les calculs en supposant que la conjecture est valide, et on
vérifie a la fin que 'on a bien obtenu un point rationnel d’ordre infini. Comment savoir,
et que faire, si la courbe n’est pas de Weil forte? En fait, nul besoin de répondre a ces
questions. En effet, notre seul but est de produire un point rationnel non trivial sur E(Q).
On effectue donc tous les calculs en supposant que ¢,;, = 1 et sans se soucier de savoir si
E est de Weil forte ou non. En pratique, on obtient le résultat attendu, et on justifie cette
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méthode par le fait que la constante de Manin est (conjecturalement) tres souvent égale
a 1. Ceci s’explique en étudiant le revétement modulaire de X;(/N) sur E (et non plus
Xo(NN)) et en considérant une conjecture due a Stevens (cf. [Stevens]). Cette conjecture
prédit que I'analogue de la courbe de Weil forte pour le X;(N)-revétement est la courbe
ayant un volume maximal dans sa classe d’isogénie et que toutes les X (V)-constantes de
Manin sont égales a 1. Si ceci est vérifié, et si la courbe de Weil forte (pour Xo(V)) est
la courbe ayant un volume maximal, (i.e. si les notions de courbes fortes coincident pour
Xo(N) et Xq(V), ce qui est tres fréquent) alors toutes les Xo(/N)-constantes de Manin
sont aussi égales a 1 ([Watkins|). Quoiqu’il en soit, si la méthode échoue & cause d’une
“mauvaise” constante de Manin, on peut multiplier P par le degré de 'isogénie qui lie la
courbe E avec la courbe de Weil forte de sa classe. On sait qu’il n’y a qu'un nombre fini
(et trés restreint) de valeurs possibles.

La stratégie pour calculer un point rationnel par la méthode des points de Heegner est
maintenant claire :

— On cherche D < 0 discriminant fondamental vérifiant les conditions 1, 2 et 3. En
vérifiant la condition 3, on stocke la valeur m? qui est donnée par le membre de
droite de la formule de la conjecture (1.2.2). On fixe 3 € Z/2NZ tel que D = (3?
(mod 4N).

— On trouve tous les représentants des classes des formes binaires quadratiques de
discriminant D de la forme (A, B,C) avec N | A et B = (mod 2N) et A le plus
petit possible.

— Pour chaque (4, B, ('), on calcule ¢ ((—B + \/5)/2A> € C. On n’évalue la série
qu’'une seule fois pour la classe (A, B, C) et la classe correspondant a son conjugué.
On obtient alors z = 7 4 p o) @ ((—B + \/E)/QA) € C/A.

— Au moins un des points zy = z/m + A ol A est un des m? points de m-torsion
de C/A correspond a un point rationnel. On essaie de reconnaitre les coordonnées
rationnelles de p(zy). Si on échoue, on change de z,.

Dans la derniere étape, on ne teste que les points z, qui s’envoient dans la partie réelle
de E(C); cela ne fait plus que m ou 2m possibilités.

Plusieurs raisons peuvent rendre la méthode infructueuse. Tout d’abord, le point que
I’'on cherche a une grande hauteur et la valeur de z, n’est alors pas assez précise pour
déterminer quel point rationnel lui correspond . Ceci peut avoir lieu entre autre si le
groupe de Tate-Shafarevitch de E n’est pas trivial. On a alors m # 4/, et le point que
I'on veut obtenir est un multiple du générateur. Pour palier ce probleme, on peut, par
exemple, diviser z, par des petits facteurs. Ensuite, la constante de Manin associée a F
n’est pas égale a 1. Ce cas est certes rare, mais peut se produire. Il faut alors modifier la
méthode comme nous 'avons déja expliqué, une difficulté étant aussi de pouvoir deviner
que I’échec provient bien de cette cause.
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1.3.2 Exemples
1 Un générateur compliqué

On considere la courbe E d’équation :
Y’ 4y =2 + 164211z — 41113287 .

Cette courbe possede un générateur assez compliqué mais les calculs effectués avec le
systeme PARI ([Pari]) n'ont demandé que quelques secondes pour trouver un point ra-
tionnel. Le conducteur de la courbe vaut N = 4923 = 32 x 547. Le discriminant de cette
courbe est assez élevé par rapport au conducteur (A = —332547). Le programme mwrank
de Cremona ([mwrank]), qui effectue une “2-descente”, a besoin de quelques minutes pour
trouver un point rationnel, avec un peu plus de temps il termine le calcul complet du rang
(~ 1 heure). Les premiers discriminants fondamentaux vérifiant les conditions 1, 2 et 3
sont :

D = -8, =20, —23, =59, —68, =71, =95, ---

Les choix des discriminants D = —8 et D = —20 permettent de trouver un point rationnel
sur F(Q) avec une seule évaluation de la fonction ¢ ; les corps Q(v/—8) et Q(1/—20) ont
pour nombre de classes 1 et 2 respectivement (pour D = —20, on effectue une évaluation
de ¢, Pautre étant donnée par le conjugué). Tous les autres discriminants ont un nombre
de classes > 3, et au moins deux évaluations de ¢ sont nécessaires.

Pour D = —8on a:

62

— = 36 .
jay
1808 + /=8
: o= ¢tV
2N
~ 0.1154390726583146567871334976 (mod A) .
P = o(z/6+ 3w, /6)

[315.5912778716686408188261015, 6491.224486509555864274073430] .

Nous gardons les conventions utilisées par le systeme PARI. Le réseau A est engendré par
w1 et we donnés par la 15-eme et 16-eme composante du vecteur produit par la commande
ellinit de PARI. En utilisant le développement en fractions continues de I’approximation
de P, on trouve le point :

B [66371371729 19797499059399917}

145022 145023

La hauteur canonique de ce point est ~ 25.6. Bien sir, il est beaucoup plus difficile
d’obtenir le point 6P directement.
Pour D = —20, on a (?/|I1| = 4 et :

- ()

0.03847969088610488559571364511  (mod A) .

Q
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On obtient le méme point qu’avec D = —8, en évaluant p(z/2 + wy/2).

2 Un conducteur élevé

On prend :
E:y*+ay=2>-66 .

Le conducteur N = 1881726 = 2 x 3 x 7 x 11 x 4073 de E est assez grand. Les calculs ont
demandé quelques minutes pour obtenir un point rationnel d’ordre infini. Le programme
mwrank termine le calcul du rang complet en un temps équivalent. On choisit D = —167
qui semble étre le discriminant le plus raisonnable vérifiant les conditions 1, 2 et 3; on
a (?/|UI| = 16. On prend 3 = —1305835, ainsi (3% — D)/4N = 2% x 32 x 7 x 29 x 31
a beaucoup de petits facteurs. Les 11 classes de formes quadratiques sont les suivantes
(chaque ligne donnant une classe et celle correspondant au conjugué) :

(N, 3,226548), (36N, 3,6293) — 1z, = —52—]\\/[?67
(2N, 3,113274), (18N, 5,12586) — = %Z—]{[TW
(3N, 3,75516), (12N, 3,18879) — a3 = —ﬁz—ﬁ
(4N, 3,56637), (9N, 3,25172) — a4 = _ﬁ—;—]\\/fm
(TN, 3,32364), (31N, 3,7308) — 5= —5+14—\]/VT67
(6N, 3,37758) — w6 = _6—;2—\]/VT67

On évalue les ¢(x;), en “remontant” leur partie imaginaire grace aux involutions d’Atkin-

Lehner (nous avons eu besoin, ici, d’'un peu moins de 3 x 10° coefficients a,, pour obtenir
9 9

une précision suffisante). Finalement, on a :

z = 2Re(P(r1)) + 2Re (¢(x2)) + 2Re (¢(x3)) + 2Re (¢(x4)) + 2Re (¢(5)) + ¢(w6)
~  1.184181477996882205289921841  (mod A)

l

Enfin, on calcule p(z/4), et on reconnait le point :

P 76941655 —767173503469
| 25082 7 25083

de hauteur ~ 18.4.

3 Un groupe I non trivial
On prend pour F la courbe elliptique d’équation :

v oy +y =23+ 2* — 247522 — 1509184 .
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Le conducteur vaut N = 4641 = 3 x 7 x 13 x 17. Les discriminants vérifiant les conditions
1, 2 et 3 sont D = —35, =251, —276, - --. On choisit bien sir D = —35. On voit ici que
le choix d'un discriminant non premier avec le conducteur peut éventuellement conduire
a des calculs plus simples. On a ¢2/|III| = 4. 1l faut deux évaluations de ¢, aux points :

073 +V=35 973+ V=5
2N ¢RTTTeN
Les calculs montrent que ¢(z1) = ¢(x2) ~ 0.090514828921 (mod C/A) et que :

T —

43817777521 —1629520793942221

p— P pr—
#l1) 239630400 ' 3709478592000

Ce point P est compliqué par rapport au générateur G = [415,7532] de E(Q) (on a
P = 2@). Le groupe de Tate-Shafarevitch est ici non trivial (|III| = 4), et nous a empéchés
d’obtenir le point GG directement.

4 Nombres congruents

En arithmétique, il y a deux exemples classiques que 1'on considere de fagon presque
systématique; il s’agit des nombres congruents et des cubiques de Sylvester. Le dernier
sera étudié dans la derniere partie de ce chapitre. Pour les nombres congruents, le probleme
se ramene a trouver des solutions non triviales (si il y en a) de :

E, : V*=2%—n%z |

ou n est un entier positif. Le groupe de torsion de E,(Q) est d’ordre 4 et est engendré
par les deux points d’ordre 2 :

P1:[0,0] et PQZ[’I’L,O] .

Toutes les courbes F,, sont isomorphes & F; sur le corps quadratiques Q(y/—n). Cette
remarque peut-étre utilisée pour adaptée la méthode des points de Heegner et la rendre
plus efficace ici ([Elkies]). Cependant, notre méthode générale suffit pour traiter quelques
exemples un “peu compliqués”. Prenons le cas du nombre congruent n = 157 qui a été
résolu par Zagier. On pose :

E =2 — 157
Le conducteur de E vaut N = 788768 = 2°x 1572. On choisit D = —39 et 3 = 1275547. On

a (?/|II1] = 16. Les 4 classes de formes quadratiques de discriminant —39 nous donnent :

—6++v—39
2N

12

N, 3,22 x 13 x 47 x 211) — 1z =

1,—3,N x 2% x 13 x 47 x 211)

—B+ V-39

2N, 3,2 x 1 4 211 =
(3,2 x 13 x 47 x 211) — T9 N

(
~
(
(2, =B, N x 2 x 13 x 47 x 211)

—~
w
w
W
SN— N— S— S~—
[2
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On calcule :

z = 2Re(o(r1) + ¢(x2))
0.0109890348711178289 mod A .

Enfin :
©(2/4 4+ w1 /4) =~ [344.9966583246897399073, —5706.0151727629419113686] .

On reconnait le point rationnel :

_195732359354501581258364453  834062764128948944072857085701103222940
| 277487787329244632169121 146172545791721526568155259438196081

dont la hauteur est ~ 54.6.

Voici, a titre d’illustration, quelques exemples de nombres congruents qui donnent lieu a
des solutions compliquées. Il s’agit des nombres n < 300 pour lesquels les points rationnels
sur F,, que nous avons obtenu par la méthode des points de Heegner, ont une hauteur
canonique > 50.

n = 263
D=-T, B = 1156427, /|| = 4, h(P) ~ 77.18

_[635157351902093570142252875888959728  210381207436022030091563782998604894373879276352542940
T | 2196589972531420851340521356470969 ' 102949323009915282279135918676339558881595324993453

n =269
D = —23, 6 = 91757, 02 )|I] = 4, h(P) =~ 55.94 .
- {_ 6841040196454710370084 163241434041607239531794865751725714]
T | 7337019259262265405625°  628462673537642088275144318078125
n =277
D = —23, 3 = 541421, 02|11 = 4, h(P) ~ 7181 .
[ 283607850589557281956 46255397525091345186771750200178
- [7 8710577587017625225 ' 25708126615432888593541007125 }
n =293
D = —15, (6 = 1758375, ¢%/|11| = 36, h(P) =~ 58.34

[ 8927685581941938308484876237 843143046416468063727201118843951115152020
N 940689989494724882336641 912367451766133915174366598344714561

I.4 Autour des cubiques de Sylvester

Dans ce paragraphe, nous étudions directement quelques propriétés arithmétiques de
¢%/|10I| pour une famille classique de courbes elliptiques et pour des discriminants impairs
et premiers avec le conducteur (cette condition est automatique pour nos courbes). Pour
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cela, nous utilisons la formule de la proposition 1.2.1 et nous supposons donc dans toute
cette partie la validité de la conjecture BSD.

Soit m un entier positif sans facteur cubique et non divisible par 9 (cette derniere res-
triction est faite pour éviter d’alourdir les calculs). On considere la courbe elliptique
23+ y* = m (cubique de Sylvester). Une transformation birationnelle permet d’obtenir le
modele minimal :

ma 2
E 1y = x3—27<5) si m est pair

5 2Tm?+1
4

On aura aussi besoin pour la suite de connaitre les facteurs premiers de m. On décompose
m sous la forme :

E:y+y = =z si m est impair

s t
m = SO‘Hpjj Hq;/j avec p; =1 (mod 3) etg; =2 (mod3) .
j=1  j=1

Les hypotheses faites sur m impliquent que o = 0 ou 1 et que 1 < f§;,7; < 2. Les
algorithmes classiques sur les courbes elliptiques ([Cohen 1]) permettent de calculer les
invariants de E :

_ rase?
© = 213 " ’
Vol(E) = LA/3° -2 ,

872v/3

ou I' désigne la fonction d’Euler (I'(1/3) = 2.67893...). De plus, le conducteur N, le
produit ¢ des nombres de Tamagawa de E et le signe £ de 1’équation fonctionnelle sont
donnés par les formules suivantes :

— Sim=+1 (mod 9) alors N = 3*m?, ¢ = 3" et ¢ = (—1)';

~ Sim =42 (mod 9) alors N = 3*m? ¢=2x 3%et e = —(—1)";

~ Sim =44 (mod 9) alors N = 3*m? c= 3% et e = —(—1);

~ Sia=1alors N=3m? c=3%et e = (—1).

On suppose de plus que le rang de E(Q) vaut 1.
Soit D < 0 un discriminant fondamental impair, premier avec N et tel que D est un carré
modulo 4N. On pose d = |D|. On considere la courbe elliptique Ep tordue de E par D.
On écrit ¢, N’, Q' pour les invariants classiques associés & Ep. On a :
N' = Nd& ,
, V3
Q = —=0.
Vd

La proposition 1.2.1 affirme que 'on a :

2 VdeQ
1| 4 Vol(E)

L(Ep,1),
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car la courbe E (tout comme Ep) est sans torsion. En remplacant L(Ep, 1) par sa valeur
prédite dans la conjecture BSD, on obtient :

72 cxc

[~ 2

s (L.8)

ou §" = |UI'| si L(E,D,1) # 0 et S’ = 0 sinon. On en déduit :

62
Corollaire 1.4.1 (sous BSD) | est toujours un entier.

Preuve : En effet, le groupe III est fini, son ordre est un carré parfait et le dénominateur
de ¢2/|I1I| ne peut donc pas étre égal & 2. 0

Proposition 1.4.2 La valuation 3-adique de ¢ X ¢’ est donnée par :

ords(c x ') = { 252—;— 2 si m==+1 (mod9) ,

SInon.

Preuve : On utilise 'algorithme de Tate pour déterminer la valeur de ¢’. Pour cela, on
note 7(n, p) le nombre de solutions de I'équation X? + n = 0 dans Z/pZ et on définit

F(m. d) par

2
fim,d) = <1+r( mn ,p)) si m est pair ,
R
f(m,d) = H(1+r(2m2,p)) si m est impair .
pld

On obtient alors :

— Sim =41 (mod 9) alors ¢ = 35T f(m, d);

— Sim = +£2 (mod 9) alors ¢ =3° x 2f(m,d);

— Sim =44 (mod 9) alors ¢ = 3°f(m,d);

— Si =1 alors ¢ =3°f(m,d).
Et on conclut en remarquant que pged (f(m,d),3) = 1. O
La proposition 1.4.2 montre en particulier que %CI
I'une de deux conditions suivantes est vérifiée :

- m==+1 (mod 9);

— Il existe dans la décomposition de m un facteur premier p =1 (mod 3) (i.e. s > 0).

est un multiple de 9 si et seulement si

2

14
Corollaire 1.4.3 (sous BSD) Dans les deux cas précédents, | =0 (mod 9).
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Ainsi le point de Heegner associé a D est un multiple de 3 fois le générateur. Nous allons
maintenant expliquer pourquoi cela se produit de facon générale.
La courbe Ep admet pour équation :

ED Zy2:£133—k' 5

olt k = 2* x 33D3m? si m est impair et k = 33D3(m/2)? si m est pair. Dans les deux cas,
k est sans puissance 6-eme (car D est impair, premier avec 3 et m). On peut alors utiliser
les résultats de [Satgé]. On note Ep la courbe d’équation y* = x3 + k/27. Les courbes
Ep et Ep sont 3-isogenes par une isogénie A\ décrite dans la définition 1.1 de [Satgé]. On
désigne par ds3(.S) la dimension sur Z/3Z de 'espace vectoriel Sy(Ep,Q) (la A-partie du
groupe de Selmer de Ep). Une application directe de la proposition 1.17 de [Satgé| permet
d’obtenir la minoration suivante :

d3(S)=2t+a (—1sim==£1 (mod9)) . (1.9)

On en déduit le :

2
Théoreme II (sous BSD) Avec les notations précédentes, le nombre —— est un entier

| T |

divisible par 9.

Preuve : On sait déja que ¢2/|II1| est un entier et le théoréme est montré si m = +1
(mod 9) ou si s > 0. Dans les autres cas, on peut supposer que le rang de la courbe Ep
sur Q est nul (sinon L(Fp,1) =0 et £ = 0), ainsi S\(Ep,Q) ~ ILI(Ep,Q)[A]. Comme
d3(S) > 0 (par 1.9), on en déduit que la 3-partie de ITI" n’est pas triviale, et donc que S’
est divisible par 9. La formule (I.8) permet alors de conclure. O

Remarque : On peut obtenir bien plus que le théoreme II. Par exemple, si m = 42, alors
la formule (1.9) donne d3(S) > 2 et ¢ x ¢ est aussi divisible par 9. Dans ce cas 1a, on a
donc 2 =0 (mod 81) (IIT est trivial ici) et ¢ est toujours divisible par 9.

Cette partie a permis d’illustrer que ¢ est en fait lié au groupe de Tate-Shafarevitch
de Ep. Par (1.9), on voit que ce nombre peut étre rendu aussi grand que 'on veut. D’ou
I'intérét de le connaitre a I'avance pour trouver plus facilement le point rationnel que 1’on
recherche.



Chapitre 11

Degré du revétement modulaire

Le but principal de cette partie est d’expliquer comment 1'on peut calculer le degré
du revetement modulaire ¢ d’une courbe elliptique E. Il est important de connaitre
ce nombre, noté deg(y), pour étudier explicitement 1'application de Weil. De plus, une
méthode efficace pour calculer deg(y) est utile pour pouvoir vérifier les conjectures qui
lui sont reliées.

II.1 Introduction

Rappelons quelques faits classiques sur les surfaces de Riemann compactes. Soient X
et X’ deux surfaces de Riemann compactes et ¢ : X — X' une application holomorphe
entre ces deux espaces. La fonction ¢ est alors soit constante soit surjective. Dans le
dernier cas, il existe un nombre entier positif d tel que pour tout z’ € X’ sauf un nombre
fini, on a :

e {ZH ] =d .

Cet entier est appelé le degré de ¢ et est noté deg(y). De plus pour tout 2z’ € X' I'inégalité :

et ({ZH]<d

a lieu. Les points 2/ € X’ pour lesquels I'inégalité est stricte sont des points particuliers
de X', appelés points de ramification de . Ils formeront un des principaux objets d’étude
du prochain chapitre.

Le cas qui nous intéresse ici est :

X = Xo(N) %5 E(C) = X' |

ou F est une courbe elliptique définie sur Q de conducteur N et ¢ le revetement modu-
laire. On parle alors de degré modulaire de E. Ce nombre deg() joue un role d'une grande
importance en théorie des nombres. Par exemple, on conjecture que deg(y) ne peut pas
étre trop élevé (la conjecture précise est : log(deg(y)) = O(log(N))). Cette conjecture a
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une conséquence arithmétique tres forte puisqu’elle entraine une des formes de la conjec-
ture abc. Soit f la newform normalisée de poids 2 sur I'o(V) associée a E de sorte que
l'on a : ¢p*(w) = 2imey, f(7)dT o w est 'unique (& multiplication par un scalaire pres)
forme différentielle invariante de E et ¢, la constante de Manin (que 'on peut supposer
positive). Le degré modulaire est 1ié a la norme de Petersson de f car (cf. [Zagier]) :
Am? || fII?

deg(p) = Vol(E] (I1.1)
On voit que le calcul de deg(y) se ramene a celui de || f||. Dans [Zagier]|, Zagier donne un
procédé explicite pour évaluer || f|| dans le cas général d’un sous-groupe de congruence T'.
Cremona traduit la méthode de Zagier dans le langage des “M-symboles” ([Cremona 2]);
ce qui lui évite d’avoir a utiliser un domaine fondamental explicite pour Xo(N), et lui
permet de calculer numériquement les degrés modulaires de toutes les courbes elliptiques
de conducteur N < 5000. Ces méthodes sont plutot géométriques, et deviennent longues
lorsque le conducteur est grand.
Dans le paragraphe I1.2, nous expliquerons comment on généralise le travail de Cremona
pour obtenir une formule directe sur le produit scalaire (de Petersson) de deux formes
modulaires f; et fo. Pour cela, nous utiliserons les outils et les notations de [Cremona 2].
Dans le paragraphe I1.3, nous donnerons une méthode plus rapide qui calcule || f|| en
utilisant les propriétés de la série L du carré symétrique de E.

I1.2 Utilisation des “M-symboles”

I1.2.1 Notations

Soient f1 et fy deux formes modulaires de poids 2 sur I'o(N). Comme nous I’avons
déja vu dans l'introduction, les applications :

o H — C (r=1,2)
T — 2in [T fi(2)dz ,
sont bien définies car la valeur de 'intégrale ne dépend pas du chemin choisi. De plus, si
v € T'o(N), alors :
wr(7) = @r(97) = @r(7)
est indépendant de 7 et w, définit un homomorphisme de groupe w, : I'o(N) — C dont
le noyau contient toutes les matrices elliptiques et paraboliques de I'g(N).

Comme dans [Cremona 2], on choisit S un systeme de représentants a droite pour I'o(V)
dans SLy(Z) tel que :

e (0 -1 (11
yeS=ySTeS ouS-(1 O> etT-(O 1)

Un tel choix est toujours possible si I'g(/V) ne contient pas d’élément elliptique. Dans la
suite, nous allons oublier ces éléments elliptiques car étant dans le noyau de w; et ws, leurs
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contributions n’apportent rien, ni dans les calculs que nous allons faire, ni dans la formule
du théoreme III. On note Fy un domaine fondamental de Xo(V) tel qu’il est décrit dans
[Cremona 2], si bien que sa frontiere est formée par les () pour 7 € S ou () désigne la
géodésique {7(0),v(o0)}. On note que () = —(v.5).

Pour v € §, 45 est équivalente a une matrice dans S. Notons v* cette matrice; il existe
ainsi une matrice s(vy) € I'o(N) tel que 7S = s(y)vy*. L’application * : & — S est une
involution.

De méme, il existe t(y) € T'o(N) et 7(y) € S telles que ¥T" = t()7(7y). On s’intéresse aux
T-orbites dans S. Siy; € S est un point de base, alors vy, y2 = 7(71), =+, Y = T(7k—1) est
une orbite complete de longueur k. Bien sur, k£ dépend de l'orbite, et nous devrions écrire
k., (la longueur de I'orbite est en fait égale a la largeur de la pointe v (00) = ~;(00) dans
Xo(NV)), mais pour alléger 1’écriture nous omettrons d’indiquer cette dépendance dans la
suite (le contexte étant suffisamment clair). On a (cf. [Cremona 2]) :

Zwr(t(w)) = 0 ; (I1.2)

s(yT'S) = t(y) . (IL.3)

I1.2.2 Formule pour le produit scalaire

Avec les outils de la partie précédente, le produit scalaire de Petersson de f; et de f,
peut s’écrire a l'aide d’une somme finie, facilement calculable. Le théoreme suivant est
une reformulation du théoreme I de [Zagier].

Théoreme III Avec les notations précédentes :

(fi, f2) = S Y b)) — wi(tn)e (i) -

r-orbites 1si<isk

Preuve : On a :

2
= | A(neEEE)

1 _
= E . @1(Z>f2(2)d2

- =Y [ w@ReE

~es V()

- &2 ([ AEeE [ a@RmE)

(fi,fo) = 3 i f1(2) fa(2)dz N dz
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En effet, Iapplication % est une involution. La I'¢(/N)-invariance de fs(z)dz nous donne :

hd) = 53 | @) =) BEE
-1 -
= — wi(s 2(2)dz
el | FE
= =5 > wils() (0() = 200))

- 1;2 ;”1(5(7))902(7(00)) + 16;2 ;wl(S(v))wz(v(O)) -

Dans la premiere somme, on effectue le changement de variables v < ~*. On utilise que :
— d'une part wi(s(7%)) = —wi(s(7));
~ et d’autre part pa(7"(00)) = ¢(s(7)717(0)) = @2(7(0)) — wa(s(7)).

On obtient alors :

(f1: f2) = (2Zw1 )-ZM(SW))M(SW))) :

D wi(s())p2(1(0)) = Y wi(s(7T8))p2(v(00))

v

= > > wilt(y)ea(y3(0))

T—bt]l

= Y ittt (5l = o)

orbites j 1

k -1

= 333wt (i () = walil(0))

orbites j=1 =1

k-1

= = > wilt(y)wa(t(n) -

orbites ]:1 =1
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Dans cette suite d’égalités, on a utilisé la formule (I1.2). La formule (II.3) nous donne :

D wi(s(Mwal(s(r) = > wi(t(y)wa(t(7))
k
= 3> wit(y)walt(y) -

orbites j=1

Finalement :

(fif2) = o5

.

E\%w

wi () wa(t(7:)) + Y wnlt %))wz(t(%)))

orbites 7j=1 =1 j=1
—q ko J
SR DM P RISICEES 9 SR c)
orbites =1 =1 Jj=1 i=j
—q ko J
SR DM P WRISICEES 9 SR )
orbites \ j=1 =1 j=1 1=j
; kEook
= = (XX (we (%))—wl(t(%))wQ(t(%)))>
orbites _]:].Z ] 1
Et le théoreme est montré. O

Corollaire I1.2.1 Awvec les notations précédentes :
-1 -
1A= > 2 Sm (wltn)an))
T-orbites 1<]<Z<k

Preuve : On prend f; = f; dans le théoreme. ad
Dans [Cremona 2], on utilise la formule du corollaire pour calculer || f||* et en déduire de
nombreux degrés modulaires. Cela fournit une méthode assez efficace. Cependant lorsque
le conducteur est grand, la détermination de S et le calcul des périodes w(vy) prennent
beaucoup de temps.

I1.3 Utilisation des séries L

I1.3.1 Le carré symétrique imprimitif

Revenons aux notations de I1.1; E est donc une courbe elliptique définie sur Q, de
conducteur N et f est la forme modulaire associée & E. On cherche & calculer || f]|?. Le
développement de Fourier de f a l'infini est de la forme :

00
n 2imT
= E anq  , 4 =¢€ .
n=1
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La série de Hasse-Weil de E, L(E, s) est égale a la série L de f; en d’autres termes, nous
avons :

L(E,s) =L(f,s) = Zann’S .
Cette série possede un développement en produit Eulérien :

L(E,s) = [[L(Bp™) "

ou L,(E, X) =(1—-0a,X)(1—p,X), avec oy, + 3, = a, et :

ap| = 1Byl =P ,sipIN .
B, =0et o, =+l (resp. o, = 0) si p||N (resp. sip* | N) .

Ce produit Eulérien permet de définir le carré symétrique imprimitif de L(f, s), on pose :

L(Z%f,s) = H (1 — af,p_s)_l (1 — ozpﬁpp_s)_l (1 — ip_s)_l , (IL.4)
= % Z a—’; , Re(s) >2 .
N (IL5)

Ici, la fonction ( désigne la fonction ¢ de Riemann dans laquelle on a enlevé les facteurs
Fulériens des nombres premiers p divisant le conducteur N ; c¢’est-a-dire :

(n(s) = Z n~* .

pged(n,N)=1

Il a été établi par Shimura et indépendamment par Zagier que la fonction L(Z2f,s) se
prolonge en une fonction holomorphe sur tout le plan complexe. La méthode de Rankin
permet en outre d’obtenir (cf. [Shimura 2]) :

112 = X Lzzy2)

83
Ainsi, il ne reste plus qu’a évaluer la fonction L(Z%f, s) en s = 2. Mais tout d’abord, on

observe que le carré symétrique imprimitif n’est quasiment pas modifié lorsqu’on remplace
FE par une de ses tordues quadratiques.

Théoréme IV Soit E' une courbe elliptique tordue quadratique de E de conducteur N’
avec ord,(N') < ord,(N) pour tout p premier, et avec L(E',s) = Y, a,n~°. On pose
N = MD%D%Q'C et N' = MDy2» ou M, Dy et Dy sont impairs, Dy et Dy sont sans
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facteur carré et ou A < k. On a :

1
1112 = 11112 FH(p—l)(erl—a;)(erHa;)

1P\D1
1

S | (U
p|D2
2873(3 — ab)(3 + ab) siA=0, k>4

X 2F=3 % 3 sidx=1,k#M\
2k=A si2< A<k ousiN=k

Le symbole ||.||~ signifie que l'on prend la norme dans le bon espace (ici dans Xo(N')).

Preuve : Prenons E’ une courbe elliptique tordue de E par un caractere de conducteur
premier p > 5. Supposons que ord,(N’) < ord,(/N) (sinon il ne se passe rien). Pour tous les
nombres premiers ¢ # p, les facteurs Eulériens L,(Z2f, X) et L,(Z*f’, X) sont les mémes
car le caractere quadratique est tué en prenant les carrés. On sait que p?|N, donc a, = 0
et L,(Z%f, X) = 1.

Si pged(N',p) = 1, on a alors :

L(Z*f,s) = LIZ*f',5) x (L= agp~*) (L —pp ) (1 = B7p7") .

En prenant s = 2, on obtient :

(p—Dp+1—a,)(p+1+a,) '

2 _ 1112
LA™ = 11115 .

Si pged(N',p) = p alors L,(Z?f', X) =1 — X et :
L(12f75) = L(sz/7 S)(l _pis) :

Ainsi || f|3 = IF/12(p—1)(p+ 1)/p. Les cas p = 2 et 3, se traitent par un raisonnement
similaire. Le théoréeme se montre ensuite en récapitulant pour tous les nombres premiers,
les égalités que 1’on vient d’établir. O
Grace a ce théoreme, on peut facilement obtenir une relation entre deg(y) et deg(¢’). 11
permet aussi de restreindre notre étude aux courbes elliptiques qui ne sont pas des tordues
quadratiques d’une courbe elliptique de conducteur plus petit.

I1.3.2 Le carré symétrique primitif

Nous supposons dans toute cette partie que E a un conducteur minimal parmi la fa-
mille de ses tordues quadratiques.

Le carré symétrique imprimitif a un inconvénient majeur; il ne possede pas d’équation
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fonctionnelle traditionnelle. I1 est donc difficile de trouver une méthode directe pour
évaluer cette fonction en un point. Pour palier ce défaut, il faut corriger certains fac-
teurs Fulériens de cette série L et définir le carré symétrique primitif :

L(P*f,s) = LT f,s) [ [ Lo(P*f.p™) ",

p (%)

olt le produit (*) porte sur 'ensemble fini des nombres premiers pour lesquels p? | N. En
donnant les bons facteurs Eulériens pour L(P?f, s), nous allons en méme temps définir
un nombre entier positif B qui nous servira dans la suite.

Si p? { N, on sait déja que L,(P*f, X) = L,(Z?f, X), de plus on a ord,(B) = ord,(N).
Supposons maintenant que p? | N.
Pour p # 2, 3 alors ord,(B) = 1 et L,(P*f,X) = 1 — pX ou 1+ pX dépendant des
propriétés d’une certaine extension de corps. Dans [Watkins|, on peut néanmoins trouver
le critére simple suivant. On a L,(P?f, X) = 1 —pX si et seulement si I'une des conditions
suivantes est vérifiée :

ep=1 (mod 12);

ep=>5 (mod 12), p? | cs et p? fcy;

e p =7 (mod 12) et soit p* { cg, soit p* | cg et p* | cy.

Sip = 2 ou 3, les tableaux II.1 et I[.2 donnent toutes les possibilités sur les facteurs
Eulériens. Celles-ci se déduisent de [Coates-Schmidt], il faut cependant faire attention au
cas 28 | N pour lequel les auteurs ont oublié deux possibilités.

ordy(N) | orde(B) | Lo(P?f, X)

2 1 14+ pX

3 2 1

) 3 1

7 4 1

8 3 1+pX
3 1—pX
4 1

TAB. II.1 — Facteurs locaux en p = 2

Pour p = 2, le seul cas ambigu est 28 | N pour lequel :
o si 27 | ¢g alors Ly(P?f, X) =1;
o si 274 cs et ¢y =32 (mod 128) alors L, (P?f, X) =1+ ¢epX, ou e = +1.
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ordz(N) | ords(B) | L3(P*f, X)
2 1 1+pX
3 2 1
4 2 14+ pX
2 1—pX
) 3 1

TAB. II.2 — Facteurs locaux en p = 3

Pour p = 3, 3*||NV est le seul cas ambigu et L,(P?f,X) = 1 — pX si et seulement si
une des deux conditions est satisfaite :

e ¢y =27 (mod 81);

e ¢y =9 (mod 27) et ¢g = £108 (mod 243).

On a maintenant toutes les notations et outils nécessaires pour énoncer un théoreme di
a Coates et Schmidt (cf. [Coates-Schmidt)) :

Théoréeme V (Coates-Schmidt) La fonction L(P%f,s) se prolonge en une fonction
holomorphe sur tout le plan complexe et vérifie [’équation fonctionnelle :

A<P2f7 S) = A(sza 3— S) ’

ol
S

A(Pf,s) = (%)Sr(s)r (5) LP2fs)

Remarques : 1) On peut aussi définir le carré symétrique primitif dans le cas ou F
est tordue quadratique d’une courbe elliptique E’ ayant un conducteur plus petit, on a
alors L(P?f,s) = L(P?f’,s). Ce fait n’est en général pas vrai pour les carrés symétriques
imprimitifs.

2) Si le conducteur N est sans facteur carré, alors L(P2f,s) = L(Z?f,s) et B = N. Dans
ce cas, il n’y a donc pas de corrections a effectuer.

3) On associe a F un objet géométrique appelé carré symétrique de E. Grace aux tech-
niques de Serre (cf. [Serre]), on peut définir pour cet objet une série L qui est précisément
le carré symétrique primitif que nous avons défini. C’est en fait cette série L et cet objet
géométrique que Coates et Schmidt étudient dans leur article ([Coates-Schmidt)).

I1.3.3 Calcul de L(P?f,s)

Avec les notations précédentes, on pose :

2m3/2 7

y(s) = C°T(s)T (g)
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On écrit :

L(P’f,s) = bun™* . (I1.6)

La définition de L(P?f, s) permet de calculer facilement les coefficients b,, de cette série

de Dirichlet. La majoration a, < 2,/p pour p premier sur les coefficients de la forme f,

et le développement en produit Eulérien de L(P?f,s), nous donnent b, < n? De plus,

des techniques classiques de théorie analytique des nombres sur ’équation fonctionnelle
A(P?%f, s) permettent d’obtenir (cf. [Kowalski]) :

L(P’f,2) =) % +O(B2 X7 . (IL.7)

n<X

Cette formule implique que la série Y~ b,/n? converge vers L(P?f,2). Cependant, cette
méthode n’est pas tres efficace pour calculer || f||* car la convergence est tres lente.

La série L(P?f, s) vérifie une équation fonctionnelle de type classique et on peut appliquer
la technique décrite dans ([Cohen 2], chapitre 10) pour évaluer A(P?, s) en un point s € C.

Proposition 11.3.1 On a :

A(P?f,s) = Z %F(s,n) + Z bi F(3—s,n) (I1.8)

n>1 n>1
ot
F(s,z) =C°T / / t2C*T(2)[(2/2)dz t*~ dt
227T Re(z)=
pour tout 6 > 0.

La série (I1.8) est rapidement convergente et donc pratique pour les calculs numériques.
Plus précisément, on a :

Proposition 11.3.2 Soit s =0 + il et A = 775 alors :
x° _ 3 42/8
E(s )l S T i ¢

Preuve : Tout d’abord, on doit estimer les facteurs gammas. Pour cela, on utilise la
formule T'(s) = /275" 1/2e7%ef1®) ol |R(s)| < 1/(6|s|) pour obtenir les deux majorations
suivantes :

§+iT :
‘F( +2Z )F(5+z‘T)' < m2it§F e Feme 5w (2 pour tout T < 6, (IL9)

0+ T z 7
‘F ( +21 ) F(5—|—z’T)' < m2iTE e T e powr tout T> 46 . (I110)
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Ensuite, on a :

F(s,x) = / 5 / 2)dz t*~tdt
U JRe(2)=

= i i, CTC >F<§) -

o—4 §+ 1T
ja 0 L /F T(5 +4iT)| T
[F(s,2)] < 5-C' 5 — i ( § ) (6 +i )‘d

Comme |I'(2)| = [['(Z)], il suffit de majorer 'intégrale sur [0, +00]. On pose :
§+iT
r ( *’22 > F(6+z'T)’dT:11+IQ avec :

1:/000
r((S“T) F(5+z’T)‘dT ,

z2—5
Et donc :

d
ne
1 0 9
I = / ‘r(‘;zﬁ)r(ﬂm
19

Les inégalités (I1.9) et (I1.10) appliquées a I; et I respectivement donnent :
[<3.6m%%5" 5 ¢ 521

En revenant a F'(s,z), on obtient :

T =9 35—1 35

F(s,0) <36V (5i7) 0T
Cette inégalité a été établie pour tout 0 > 0. Le choix § = (21/40)2/3 prouve la majoration
attendue. O
Cette proposition permet, non seulement de voir que (I1.8) converge rapidement, mais
aussi d’évaluer I'erreur commise lorsque nous tronquons la série. Il ne nous reste plus qu’a
calculer F'(s,z). Pour cela, on déplace la droite d'intégration $e(z) = d vers la gauche en
faisant apparaitre les contributions de tous les poles de la fonction ¢~#7(z). On obtient :

dT

Proposition 11.3.3

> — log(x)us Uy TUg 41
Ia _ _ s+2q [ V2q q q q 111
522 =716) = 2o (Bemtorh, tm oy S} i)
avec
2(=1)1
2 C2aq!(29)!

(—1)4,/m22+1g]

(2 + D)PPC2+T

2(—1)¢ S S N R
Y2a = C24q!(2q)! (log(C’) B 57 + 2 le + le
J= J=
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Les termes u, et vy, se calculent récursivement et rapidement lors de I'évaluation de la
série. Dans la pratique, on calcule Ny tel que :

‘ZZO:NOH b(”)F(s, n)‘ <e et

ns

n=No+1 n3—s

’Z‘X’ b(”)F(B—s,n)‘ <e

Puis, on somme les iy premiers termes de la série (I1.11), ou 7 est le plus petit entier tel
que (cf. [Tollis]) :

cang o2 By s 100

2 mE
Remarque : L’évaluation de la série (II.11) pour x grand pose des problemes numériques
(du méme ordre que si 'on voulait calculer exp(—z) avec x grand, en utilisant la série
>, a"/nl). 11 faut donc étre tres vigilant quant a son utilisation ; on peut, par exemple,

doubler la précision avec laquelle nous faisons les calculs, comme le fait remarquer Tollis
([Tollis]).

Toutes ces formules nous donnent une méthode pour calculer A(P2f, s); en Pappliquant
a s =2, on en déduit L(Z?f,2) puis || f||? et enfin deg(yp) (par I1.1). Une vérification des
calculs numériques est donnée par le fait que deg(p) doit étre un entier.

Cette méthode est tres rapide et permet de calculer de nombreux degrés modulaires en
peu de temps.

Exemple : Prenons l'exemple de la courbe elliptique E de conducteur N = 11 et
d’équation : y* +y = 23 — 22 — 10z — 20. Il faut environ 25 termes dans les séries
(I1.8) et moins de 25 termes dans la série (I1.11) pour calculer L(P2f,2) & 10~* pres. On
obtient alors || f||* & 0.0469 et deg(p) ~ 0.999996. On en déduit que deg(p) = 1.

Remarque : Lors de la préparation de ce travail, nous avons été informé de 'existence
du preprint ([Watkins]) de Watkins, ot une méthode similaire (mais pas aussi détaillée)
est utilisée pour calculer de nombreux et intéressants degrés modulaires.

I1.3.4 Ordres de grandeurs

Dans la formule (I1.1), on a exprimé deg(p) en fonction de ||f||%. Un des avantages de
ceci est que l'on sait majorer || f||?. En effet, '’équation fonctionnelle de L(P?,s) permet
d’obtenir :

IFII* < NHF

En fait, on peut remplacer N¢ par une puissance convenable de log(N). On voit donc
qu’'une bonne estimation de Vol(E) doit donner aussi une bonne estimation de deg(y)
(modulo la constante de Manin).



I1.3 UTILISATION DES SERIES L 47

Proposition 11.3.4 Soit C' un réel positif. 1l existe a € R et A € R dépendant de C' tel
que :
J(E)] < C = a|Apmin| ™Y < VOI(E) < A|A |7V,

ot Npin est le discriminant minimal de E.

Preuve : En faisant un changement de variables classique de parametres (u,r,s,t), 'in-
varariant j est bien siir inchangé alors que Vol(E) est multiplié par u? et A par u~'2.
L’estimation de la proposition de dépend donc pas du modele et on peut supposer
que E est donnée par y? = 4a® — Az — B. En désignant par ej,e; et es les racines
du polynéme P(z) = 42° — Az — B (on a e + e +e3 = 0) et par v € C tel
que e; = ve; (on suppose que e; # 0), on a A = 16eS(v — 1)%(v + 2)*(2v + 1)? et
§ =223 +v+1)%(v—1)"2(v+2)" 320+ 1)7%. Si A > 0, les racines ey, ey et e sont
réelles, supposons de plus que e; < ey < e3. Alors les périodes wy et wy de E sont données
par les intégrales :

et wy =1

A R e

Une estimation directe permet d’obtenir les encadrements suivants :

T 1 7r 1
S———< <o—
2\/63—61 e 2\/63—62
T 1 < Ji T 1
i Wa /1 —— .
2\/63—61 = 2 = 2\/62—61

Et ainsi,
72 v — 1?20 + 1)? T2 20 + 1)
— <Vol(EYAl K ——~—FF——— .
5 ot MEVIAIS T oo 12

Comme j est borné, les nombres |1 —v|, |[v+2]| et |20+ 1] sont tous minorés par un nombre
strictement positif. Un calcul analogue permet de traiter le cas A < 0. g

En admettant la conjecture de Manin, la proposition I1.3.4 nous fournit la majoration
deg(p) < N' A6 pour les courbes elliptiques d’invariants j bornés. Dans ([Szpiro]),
Szpiro propose la conjecture selon laquelle le rapport :

. lOg(|Amin|)
7= Tlogv)

est borné. Le nombre o(F) s’appelle le rapport de Szpiro de E. On peut montrer que
o(E) > 6 pour une infinité de courbes. La conjecture de Szpiro permet d’obtenir des
bornes polynémiales sur deg(y) (toujours modulo la constante de Manin). On voit aussi
qu’il existe un lien étroit entre o(FE) et l'ordre de grandeur de deg(y). En particulier,
une courbe ayant un degré modulaire élevé devrait avoir un grand rapport de Szpiro.
Le tableau I1.3 donne la liste des 10 plus grands degrés modulaires parmi les courbes de
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conducteur N < 5000. On note [ay, as, as, as, ag] les coefficients de la courbe E de sorte
que :
E :y* +ayry +azy = 2° + apr® + agw +ag

N | deg(p) | o(E)
3990 | 14857920 | 8.792
4808 | 13895640 | 5.929

[al,ag,ag,a4,a6]

[1,0,0,—190366575, 325694589866937]

[1,—1,1,—48728476146, 4140222075962097]
[1,—1,1,1082069572, 90485275778687] | 3870 | 8547840 | 8.517
[1,—1,0,—1037153740, 12855149477425] | 3995 | 3552320 | 6.987
[1,0,1,—454511321, —1733886056644] | 4434 | 3046080 | 7.588

]

]

]

]

]

[1,—1,0,—1165563934, 15316534975252] | 4294 | 2847600 | 5.101
[1,0,0, —2099919255, —37089124766487] | 3486 | 2709504 | 7.681
[1,0,1,—8682871045, 311416866934832] | 3054 | 2356200 | 5.306
4290 | 2322432 | 6.439
4390 | 2234624 | 6.286

[1,1, 1, — 13646388305, 19403731837775
[1,0, 1, —4473924258, 115180683613556

TAB. II.3 — Grands degrés modulaires pour N < 5000

En fait, ces degrés sont tres grands; la moyenne de deg(y) pour toutes les courbes modu-
laires de conducteur < 5000 est d’environ 12000. Les rapports de Szpiro que 'on obtient
sont aussi importants (en principe, le rapport de Szpiro d’une courbe est proche de 1).

Remarque : La courbe elliptique de conducteur N = 1290 et d’équation :
y:+ zy +y = 23 + 1202299522 — 3351306510322

pour laquelle deg(y) = 1068480 possede un rapport de Szpiro o(E) ~ 8.903. C’est le plus
grand rapport de Szpiro que je connais.

Lorsque le rapport de Szpiro est petit, le degré se controle mieux. En particulier, on
a:

Proposition I1.3.5 Soit £ une famille de courbes elliptiques définies sur Q telle que :
e j(E) est borné pour E € £.
o A,in(E) est sans facteur carré.

alors

deg(p) < N7Slog(N)® (N — 400) .

Preuve : Dans les conditions de la proposition le conducteur N de E € &£ est égal au
discriminant de E. On utilise la proposition 11.3.4 et la formule (I1.1). La borne supérieure
provient alors de L(P?f,2) < log(N)? et du fait que la constante de Manin est bornée
lorsque le conducteur est sans facteur carré. a
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Pour visualiser graphiquement la croissance de deg(i) en fonction de N, nous avons tracé,
dans la figure I1.1, le nuage de points de coordonnées (log(N ), log(deg(y))) correspondant
aux premieres courbes elliptiques de conducteur N.

13.8

log(deg(¢))

log(N)

Fia. II.1 — Croissance de deg(¢p)

La famille de courbes elliptiques Ey : y*> + xy = 2® + k (avec k(432k + 1) sans fac-
teur carré) donne un exemple d’une famille infinie de courbes vérifiant les hypotheses de
la proposition I1.3.5. Comme A,,;, est sans facteur carré, le conducteur N est égal au
discriminant A,,;, et par conséquent N est aussi sans facteur carré (la courbe est semi-
stable). La famille Ej. (avec k(432k + 1) sans facteur carré) fournit donc une infinité de
courbes elliptiques semi-stables ayant un invariant j borné.

Dans le cas ot la famille £ est infinie, la puissance N7/ de la proposition 11.3.5 est
optimale, en effet :



50 DEGRE DU REVETEMENT MODULAIRE

Proposition I1.3.6 Soit £ une famille infinie de courbes elliptiques définies sur Q telle
que :

e j(E) est borné pour E € £.

o I est semi-stable (i.e. N est sans facteur carré).
alors

deg(p) > N"Slog(N) (N — +o0) .
Preuve : Cette borne inférieure provient de la majoration tres profonde :
L(P?*f,2) > 1/log(N)

prouvée par Goldfeld, Hoffstein et Lieman dans le cas ou le conducteur N est sans facteur
carré (|Goldfeld-Hoffstein-Lieman]). 0



Chapitre 111

Points de ramification du revetement
modulaire

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux points de ramification du revétement modu-
laire d'une courbe elliptique. En particulier, on donne une méthode numérique pour les
déterminer tous. On essaie d’obtenir, de facon plus ou moins expérimentale, quelques
propriétés de ces points spéciaux.

III.1 Points critiques et points de ramification

II1.1.1 Définitions et motivations
1 Contexte général

Afin de fixer les notations, nous suivons [Shimura 1] dans un cadre général.

Soient X et X’ deux surfaces de Riemann compactes et ¢ : X — X’ une application
holomorphe non constante. On fixe zp € X et on pose z, = p(z) € X’'. Si u et u’ sont
des parametres locaux aux points zp et 2{, qui s’annulent en z, et z{, on peut écrire le
développement de ¢ dans un voisinage de zj :

u' (0(2) = aet(2) + Gepru(2)TH - La. £ 0 .

L’entier positif e, qui ne dépend que de zj, s’appelle I'indice de ramification de ¢ en z.
Si 2o, 21, -+ -, 2, sont les antécédents par ¢ de z{ et sie,,, €,,, - -+, €, sont leur indice de
ramification respectif, on a :

h

deg(p) = €. +esp+- t+es, (I1L.1)

Il y a un nombre fini de points ¢ € X pour lesquels e, > 1; ce sont les points critiques de
¢. D’apres (II1.1), si ¢ est un tel point alors :

{o™" (0(0)} < deg(ep) |
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et ¢(c) est un point de ramification de . Pour tous les autres points z € X onae, =1 et
deg(y) correspond bien au nombre d’antécédents de ¢(z). En un sens, deg(y) est toujours
égal au nombre d’antécédents, comptés avec multiplicité, d'un point 2’ € X'.

Nous aurons aussi besoin de la formule d'Hurwitz :

29 —2=deg(p) (29 —2) + > (e-—1) , (II1.2)

zeX

ol g et ¢’ sont les genres de X et de X' respectivement.

2 Cas du revétement modulaire

Prenons E une courbe elliptique définie sur Q de conducteur N. Pour simplifier I’exposé,
nous allons supposer que E est une courbe de Weil forte et que la conjecture de Manin est
vérifiée. Tous les exemples numériques que nous allons prendre satisferont ces hypotheses.
On considere

¢ : Xo(N) — E(C)

le revétement modulaire de E.
On note v (resp. v3) le nombre de points elliptiques d’ordre 2 (resp. d’ordre 3) de Xo(N),
Vso désigne le nombre de pointes et u est 'indice de I'og(NN) dans SLy(Z).
Le genre g de Xo(N) est alors donné par (cf. [Shimura 1]) :
B V2 V3 Vo

9=t T T3 T
Comme le genre de E(C) est 1, on constate, grace a la formule d’Hurwitz, que ¢ admet
exactement 2g — 2 points critiques comptés avec multiplicité. Les points critiques de ¢
sont les zéros de la forme différentielle holomorphe dy = 2im f(z)dz et nous sommes donc
amenés a trouver tous les zéros de f. Cependant, un zéro de f n’est pas forcément un
point critique car dz possede (seulement) une partie polaire :

Voo 1 125 2 V3
DiV(dZ) = — (ZPJ + 526]' + §Z€;> R
7j=1 j=1 j=1

ou les P; sont les pointes de Xo(N) et e; (resp. €) sont les points elliptiques d’ordre 2
(resp. d’ordre 3). On voit ainsi qu'un point z € Xo(N) est critique si et seulement si z est
un zéro de f ne provenant pas d’un péle de dz. Par exemple, une pointe P € Xy(N) est
un point critique si et seulement si I'ordre d’annulation de f en P est > 2.

Remarque : La forme f(z)dz étant une forme différentielle holomorphe, tous les poles
de dz sont compensés par des zéros de f. La forme f s’annule donc aux points elliptiques
(et aux pointes!). Avec les cartes locales que nous prenons, il faut faire attention a la
multiplicité d'un zéro de f en un point elliptique d’ordre 2 (resp. d’ordre 3) car elle se
compte par tranche de 1/2 (resp. de 1/3). C’est pourquoi un zéro simple (resp. double)
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de f, vue comme fonction de H dans C, en un point elliptique d’ordre 2 (resp. d’ordre 3)
compense exactement le pole de dz associé.

Soit ¢ € Xo(N) un point critique, ¢(c) est donc un point de ramification ; on peut montrer
que ¢(c) est un point algébrique de E(Q) défini sur un corps de nombres K. Le point
Tri /g (¢(c)) est alors un point rationnel de £(Q). Une question naturelle, posée par Ma-
zur et Swinnerton-Dyer dans [Mazur-Swinnerton-Dyer], est la détermination du groupe
engendré par les Trg /g ((c)) pour ¢ critique. On note E(Q)™* ce sous- groupe de E(Q).
On dit qu’un point critique ¢ est un point critique fondamental si ¢ € iRy C Xo(N) (cf.
[Mazur-Swinnerton-Dyer]). On note E(Q)*¢ le sous-groupe de E(Q) engendré par les
Tri g (¢(c)), pour c critique fondamental.

En particulier, on trouve dans [Mazur-Swinnerton-Dyer] le théoréme suivant :

Théoréme VI (Mazur-Swinnerton-Dyer) Soit E une courbe elliptique définie sur Q.
Le rang analytique de E est inférieur ou €gal au nombre de points critiques fondamentaux
d’ordre impair de E. De plus, ces deuxr nombres ont la méme parité.

Le but de ce chapitre est de donner une étude expérimentale de ces points particuliers
du revétement modulaire. Par exemple, les premieres questions et les problemes qui se
posent sont :
— Calculer tous les points critiques de ¢.
— Déterminer pour un point de ramification, un corps de nombre K dans lequel il est
défini.
— Etudier les groupes E(@Q)"* et E(Q)*; dire si ce sont des groupes de torsion ou
non, etc ...

I11.1.2 Localisation des zéros de f

On pose :

0 -1 .
Qg _(1j_1> pOUI‘j—].,Q,”',N,

(10
v =01

Puis, on choisit des matrices an42, -+ -, o, afin d’obtenir un sytéme de représentants a
droite de SLy(Z) modulo I'g(N) i.e. :

st:Omm%.

Remarquons que si N est premier, u = N + 1, et nous n’avons pas besoin de compléter
I'ensemble {ay, -+, ,} initialement défini.
Soit :

1
]::{ZEH,—§<§Re(z)< , |zl =1}
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le domaine fondamental classique de SLo(Z). On définit alors un domaine fondamental
Fn de Xo(N) par :

"
Fn=JWya; F |
j=1

ott Wy est I'involution de Fricke (cf. figure II1.1, o1 p = €*™/3). Ce domaine peut ne pas
étre connexe (sauf si NV est premier), mais cela n’a pas d’importance pour la suite.

io

alo

F1a. I11.1 — Domaine fondamental pour Xo(N)

Nous recherchons tous les zéros de f dans Fy. Dans un premier temps, nous voulons
restreindre ce domaine.

Proposition II1.1.1 [l existe un nombre B = By < 0.27 tel que :

{ f(z):>0 — 2 =ic0 .

Sm(z) > B

Preuve : On consideére la fonction :

g >, anq" .

Sur le cercle {|¢| =7}, on a:

> ang”

n>2

l9(q) —ql = = |q

> ang"!

n>2

gl ) lanr™ "

n>2

N
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On pose F/(r) =, 5, |an|r", ona F'(0) = 0. Dés que r est assez petit, on a donc F(r) < 1,
et, en appliquant le théoreme de Rouché, on voit que le seul zéro de g dans le disque
{lg| < r|} est ¢ = 0. En revenant a f, on en déduit le théoreme avec B = —log(r)/2.
De plus, en majorant brutalement |a,| par 2n, on obtient B < 0.27. O

Cette majoration B < 0.27 est bien stir tres mauvaise et nous ne chercherons pas a
I’améliorer. Dans les applications, on étudie directement la fonction F' et on calcule une
valeur convenable pour r. On en déduit alors une borne correcte pour B. La recherche
des zéros de f au voisinage de I'infini est donc réglée. Pour les autres pointes, le probleme
est en général plus délicat. Cependant, certaines se traitent comme la pointe a I'infini.

Définition I11.1.2 Une pointe P = a/b € Xo(N) est unitaire si pged(b, N/b) = 1.

Dans cette définition, on fait implicitement la supposition que le représentant a/b de la
pointe P et tel que pged(a,b) =1 et b| N.

La terminologie “unitaire” apparait dans [Mazur-Swinnerton-Dyer|. Pour une pointe uni-
taire a/b, on peut toujours trouver un opérateur d’Atkin-Lehner W tel que Wa/b = ioco
(cf. TI1.2.2 pour une description explicite de W). En appliquant cet opérateur W sur
l'ouvert {Sm(z) > B}, on obtient :

Corollaire I11.1.3 Soit a/b une pointe unitaire, il existe un voisinage V. C Xo(N) de

a/b tel que :
{ f(z)=0

— —g
2eV Ty

Il est clair que ce voisinage V' est explicite des que l'on connait B et W.
Enfin, on remarque que :
f(2)=0<= f(Wyz)=0 .

On peut toujours choisir un élément 2’ € {z, Wyz} de sorte que |2/| > 1/v/N. Toutes
les considérations précédentes permettent de réduire considérablement le domaine de re-
cherche des zéros de f (cf. figure II1.1). On quadrille ensuite le domaine restant par des
petits pavés rectangulaires R. Pour chacun d’entre eux, on évalue numériquement 'indice

de zéro dans f(R) :

1 ! 1 d
2im Jor f(2) 2im Jopry #

Le nombre Indgr doit étre un entier. S’il est nul R ne contient pas de zéro. Sinon, R
en contient, on le partage en quatre pavés égaux et on recommence ... Lorsqu'un pavé
contenant un zéro est suffisamment petit, on utilise la méthode de Newton en initialisant
la récurrence en un point quelconque de ce pavé. On obtient alors les zéros de f avec la
précision désirée. Il faut préter une attention particuliere aux éventuels zéros multiples
qui peuvent poser quelques difficultés supplémentaires (de détection et de convergence
pour la méthode de Newton).

Une fois tous les zéros de f évalués :
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— On vérifie que tous les points trouvés sont bien inéquivalents modulo I'o(N) (la
méthode de Newton a pu créer un “saut” et trouver un zéro hors du domaine Fy).
— On élimine tous ceux provenant des poles de la forme dz.
— Il doit alors en rester 2g — 2.
Cette méthode fonctionne assez bien dans la pratique. Par exemple, nous avons pu, en
I'utilisant, déterminer numériquement tous les points critiques des revetements modu-
laires des courbes de conducteurs N < 100.

Notons ¢y, co, -+, ¢, les points critiques que l'on vient de trouver, on considere alors
les points de ramification associés : z; = ¢(c;) = [z;,y;], pour 1 < j < r. Comme les
coordonnées de z; sont algébriques, les polynomes :

T

P(X) = J[(X—x) et

J=1
r

P(X) = J[(X -y

Jj=1

sont a coefficients rationnels. Si on peut les calculer avec une précision suffisante, on re-
connait P; et P, en tant que polyndémes de Q[X]. On obtient ainsi numériquement le corps
de définition des points de ramification. En outre, le fait que P; et P, aient des coefficients
rationnels nous donne une vérification numérique des résultats obtenus.

Exemples

Dans tous les exemples que nous donnons ici, nous ne démontrons pas que les polynomes
P, et P, obtenus numériquement sont exactement les polynomes définissant les points
de ramification. La seule justification est que P, et P, sont tres proches de polynomes a
coefficients rationnels ayant des “petits” dénominateurs.

Prenons la courbe E d’équation :
E vy 4+ary=2°—2>+9 .

Le conducteur de cette courbe est N = 63. L’espace X(V) a 8 pointes, mais ne possede
pas de point elliptique. Son genre est g = 5. De plus, on a deg(y) = 4.

Nous devons donc trouver 8 points critiques. La méthode décrite ci-dessus permet de les
obtenir :

¢1 A 0.09909 + 0.018091
¢y~ 0.15501 + 0.028317 ;
c; A~ 0.39953 4+ 0.067617 ;
ci ~ 0.47281 4 0.01829 7 ;

puis ¢; = —Ci, ¢ = —C3, ¢r=—C3, etcg=—0Cq .
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On pose z; = p(¢;) = [z;,y;] € E(K), et on reconnait :

(X —z;) = (X*—8X%+46X2 - 72X +81)° |

-k

1

[
Il

(X —y;) = (X*'—6X+111X% - 486X + 729)°

o

<.
Il
-

On en déduit que les coordonnées des points de ramification de ¢ sont dans le corps K
défini par :

P(X)=X*"-5X*+7, disc(P)=2"x3*x7T .
Le nombres j(cg) et j(63¢k) sont aussi des nombres algébriques, mais leur corps de
définition est bien plus difficile a reconnaitre directement :

8
[[&x-i(w) = x*
k=1
— 401371584648X "
+  177120450035027024549685 X °
—  3546960419673605771871720984.X°
+ 977351297352871386484091101055634.X 4

+
Un polynome plus “simple” donnant le méme corps est :
P(X)=X%—X04+2X2+1 , disc(P)=2"x3"x7°.

Dans cet exemple, les polynomes sont facilement reconnaissables car leurs coefficients sont
(semble-t-il) entiers. Ce n’est pas toujours le cas, comme le montre 1’exemple qui suit.

Prenons :

E y+ay=2+2*+4z+5 ,
de conducteur N = 89. L’espace Xo(/N) possede 2 pointes, 2 points elliptiques d’ordre 2
(et aucun d’ordre 3), de plus g = 7 et deg(¢) = 5. Les points elliptiques sont :

344
el =
! 89

et ey = —eg .

Par notre méthode, nous obtenons 12 points de ramification, (z; = [z, y;])1<j<12, pour ¢.
On a alors :

635292025X " 4 5312326784X " + 37111326712X " + - - )

1:

52 x 714 (
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Ce polynome a donc des coefficients assez compliqués et un grand dénominateur. Le corps
donné par P; peut, en fait, étre défini par le polynome plus simple suivant :

P(X)=X12-4X11+41X10-150X°4654 X8 —-1974X 7 +5183X 6 —11356.X 5+22404X* 30906 X 3+43031.X % —34132X +11623

Nous avons ainsi calculé tous les points critiques pour les revétements modulaires des
courbes elliptiques de conducteur < 100 (et d’autres). Dans beaucoup d’exemples; on
s’apercoit que les points critiques sont des points de Heegner! Dans la plupart des cas,
nous pouvons donner une explication a ces phénomenes.

II1.1.3 Factorisation par les opérateurs d’Atkin-Lehner

Soit Wy (Q | N et pged(Q, N/Q) = 1) un opérateur d’Atkin-Lehner. Puisque la forme
f est une newform, c’est un vecteur propre pour Wg et on a f|w, = £f. En revenant a
la fonction ¢, on en déduit que :

poWg=+p+P ,PeEQ)oys - (I11.3)

De plus, 2P = 0 si le signe apparaissant dans la formule (II1.3) est positif. Supposons
que I'on ait simplement ¢ o Wy = ¢, alors on peut factoriser le revétement modulaire par
I'opérateur Wy :

Xo(N)/Wq s E(C) .

TQ

v Xo(N)

La premiere fleche m¢ est I'application quotient, son degré vaut 2. On a donc deg(p) =
deg(¢)/2. Les points fixes de W dans X,(N) sont des points critiques de mg et donc de
¢. Par la formule d’Hurwitz appliquée a g, on a :

29 — 2 =2(2g¢g — 2) + |{points fixes de Wy dans X,(N)}| ,

ou gg est le genre de Xo(IN)/Wy. Pour obtenir ce nombre gg nous allons utiliser une
formule de trace diie a Skoruppa et & Zagier ([Skoruppa-Zagier|). Pour cela, nous utilisons
leurs notations.

On définit une fonction H,,(A) pour n € N et A < 0.

Sin =1, H(A) = H(|A]) ou H est la fonction nombre de classes d’'Hurwitz (cf.
[Cohen 1]).

Sin > 2, on écrit pged(n, A) = a®b avec b sans facteur carré, et on pose :

A/a?b? A .
oy - { (S () s

0 sinon.

Pour n € N, on désigne par Q(n) le plus grand entier dont le carré divise n, par
oo(n) le nombre diviseurs positifs de n et par p la fonction de Moebius. En utilisant
[Skoruppa-Zagier]|, on a :
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Proposition II1.1.4 On note Tr(Wg, S2(N) la trace de Uopérateur Wg dans Xo(N). On

T(Wo, H(V) = 3 u(pgcd (%,Q))sm,pgcd(m,@», (111.4)
m| N
u(2) #0

S(m,n) = —1 Z ‘,u (%)‘H%(—éln’)
n'|n
n' >4

4T () ansor-on)

n' |n
2<n <4

—3 (In(n)| Hz (~4) + 2 (=3) + 2|a (pged(4,m))| Hz (0))
1 peed(Qm).2)Q (+)

m

oo(n) st ™ est un carré
- n 2
0 sinon

Remarques : 1)Dans [Skoruppa-Zagier| (pp. 117), les auteurs ont, semble-t-il, oublié le
facteur p(pged(N/m), Q) dans la somme (I11.4).
2)En prenant ) = 1, on retrouve Tr(Id, So(N)), le genre de X, (V).

On obtient, par la formule (III.4), la trace tr de l'opérateur W¢ sur Pespace Sy(IV).
Soit B une base de Sy(NV) formée par des vecteurs propres de Wg. Alors, tr = S, —S_ ou
Sy (resp. S_) désigne le nombre de formes g € B telles que glw, = g (resp. glw, = —9).
Or,onag=25, +S_;onen déduit que S, = (g + tr)/2. De plus, S, est exactement le
genre de Xo(V)/Wq. Le nombre de points fixes de Wy, est donc :

[{points fixes de W dans Xo(N)}| =2 —2Tr(Wgp, S2(N)) . (IIL.5)

On recherche maintenant tous les points fixes de Wy dans X(V). On pose :

WQ:<]C\2/':§ Qyw) ) det(WQ):Qu

et on veut 7 € H tel que WoT = M7 pour M € I'y(N). Quitte a modifier les coefficients
z,y, z et w de Wy, on peut supposer que M = Id et on a donc :

Wor =1 .
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La matrice Wg est ainsi une matrice elliptique, on peut voir que :

lz+wl/Q <2 | (IIL.6)
SiQ #2,3alors x =—w et :

_ (@ v _
Wo = ( N _Op ) et =@
Or det(Wg) = —Q*2* + yNz et donc (2Qx)* = —4Q + 4Nyz et le point :

o 220 + /—4Q

1.7

est un point fixe de Wy (réciproquement, on vérifie facilement qu’'un point fixe est de la
forme (II1.7)). Le point 7 a précisément la forme d’un point de Heegner (en fait, c’est
un point de Heegner dans un espace Xo(N’) pour un N'|N convenable). Le procédé pour
trouver tous les points fixes est le suivant :

— On cherche les solutions # (mod 2N) de ’équation :

%= —4Q (mod 4N) avec f de la forme 2Qz . (IIL.8)

— Pour chaque 3 et chaque diviseur z de (8% + 4Q)/4N, on prend le point fixe :

Lo Prv-iQ

II1.9
2Nz ( )

A chaque fois que 'on obtient un nouveau point 7, on vérifie qu’il n’est pas équivalent
modulo I'y(N) & un point déja trouvé (sinon on le laisse). Lorsqu’on a épuisé tous les di-
viseurs z, on recommence éventuellement avec des solutions de (II1.8) de la forme §+ 2N
etc ... jusqu’ a ce que tous les points fixes soient trouvés. On sait quand on doit s’arréter
puisque par la formule (II1.5), on connait le nombre de ces points. On va tous les obtenir
de cette maniere car ils sont de la forme (IIL.7).

SiQ =2ou3,onalr+w =0ou|r+w =1 On vient de traiter le premier cas.
Pour le second, il faut légerement modifier la méthode et tenir compte de w = 1 — z;
essentiellement cela ne change rien. L’équation (II1.8) est juste remplacée par :

3 —2QB =4Q (mod 4N) avec 3 de la forme 2Qx .
Et les points fixes sont alors de la forme :

_ —B+Q+VA
= 2Nz ’

ou A = —4 (resp. A = —=3) si Q =2 (resp. Q) = 3).
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Dans la théorie des formes modulaires, certains opérateurs, différents des opérateurs de
Hecke ou d’Atkin-Lehner, interviennent naturellement. Ils proviennent en principe de
I'étude du normalisateur de I'g(/V) dans SLy(R) ([Atkin-Lehner]). On peut se servir d’eux
pour obtenir des informations sur le revétement modulaire. Si on trouve un tel opérateur
W, tel que fls = f, alors, dans certains cas on peut factoriser ¢ :

¢ Xo(N) ———— Xo(N)/W id E(C) .

Les points fixes de W sont des points critiques et, comme précédemment, on montre que
ce sont des points quadratiques dans Xo(V). Cela se produit généralement lorsque 4 | N ;

en effet, 'opérateur :
1
w=(0 1)

agit alors par —1 sur les newforms de So(N) (i.e. f|s, = —f). On peut alors utiliser S,
pour trouver de nouveaux opérateurs a travers lesquels ¢ se factorise. Détaillons tout ceci
a travers un exemple précis.

— o=

Nous prenons pour F la courbe d’équation :
E vy =23—72+6 .

Le conducteur de E est N = 80. Le genre de X((80) est g = 7 et on a deg(p) = 4. On
doit trouver 12 points critiques pour ¢.

Tout d’abord, on a :
poWo=9p ,

et la formule (II1.5) nous apprend que le genre de X(80)/Ws vaut 3 et que Wy possede
4 points fixes. Par la méthode décrite ci-dessus, on obtient ces 4 points :

64+ /=64 _

C1 = Co = —C1 ,
2 x 80

. _256+\/—64 J—

5T 2% 400 SR

Ensuite, on constate que 1'opérateur W = (WS5)2W, appartient au normalisateur de
Lo(N), que fl = f et que:

poW=gp .
Remarque : On ne peut pas simplifier I'expression de W. En effet, les opérateurs W5 et
Sy ne commutent pas. Par contre, on peut voir que W est une involution de Xo(N).
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On peut montrer que le genre de X((80)/ W est aussi égal a 3. On a donc encore 4 points
fixes a trouver pour W. L’adaptation de la méthode ci-dessus permet de les déterminer :

o 16 + /—64 Loy V—64
5T T 9% 80 67 " o400
Cr = —Cs Cg = —C¢ -

De plus, deg(¢) = 4 et on vient factoriser ¢ par deux applications de degré 2. Nous ne
sommes donc pas loin d’avoir completement décomposé ¢. On considere le diagramme
suivant :

¢  Xo(80)

T — —~

; X,(80) /W, ’; X0(80)/(Wy, W) ~ E(C) .

Les points critiques de my sont donc c¢q, co, c3 et cy.
Dans 'espace X(80)/W5 les points ¢; et ¢g sont équivalents de méme que les points c; et
cs. On note ¢ = my(c5) = ma(cg) et &7 = ma(cy) = ma(cg). Les points ¢5 et ¢7 vérifient :

Wes =¢5 et Wer =07

(on considére ici I'action de W dans Xo(80)/W,) car les points cs, cg, ¢7 et cg sont fixes
par W (dans Xo(80)). Ainsi, ¢ et ¢ sont des points critiques de 7.

Le genre de X(80)/(Wh, W) est 1, 'application 75 posseéde donc 4 points critiques. On
va voir que les 2 points critiques manquants sont des pointes de Xy(V)/Ws. Pour cela,
on pose :

Ce sont des pointes différentes de Xo(N).
On a my(P)) = {P, P,} = P| et my(P3) = {Ps, P\} = P;. De plus, laction de W sur ces
pointes est donnée par : WPI =P et ng = P,. On en déduit que :
Wﬁl = Fl et Wﬁg = ?3 .

Les pointes P; et P; sont donc bien des points critiques de 7.
Bilan, on a obtenu les 12 points critiques du revétement modulaire :

® ¢y, ¢y, C3, ¢4 soNt des points critiques provenant de I'action de Wy sur Xo(IV).

® Cs5, cg, C7, cg sont des points critiques provenant de I'action de WQ sur Xo(N).

e P, P, P3, P, sont des points critiques provenant de l'action de W sur I’espace

Xo(80)/Ws.

L’étude détaillée de ce revetement modulaire est ici possible car ¢ peut se factoriser
totalement et de facon tout a fait explicite.

Définition II1.1.5 Soit E une courbe elliptique définie sur Q de conducteur N et ¢ son
revétement modulaire. On dit que E est une courbe involutive s’il existe des opérateurs Uy,
U, -+, Uy appartenant au normalisateur de T'g(N) dans SLy(R) tels que ¢ se factorise
completement :

v Xo(N)— X; — X5 — X~ FE(C)

ou X; = X;_1/U; et U; est une involution de X;_.
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C’est une définition plus générale que celle donnée dans [Mazur-Swinnerton-Dyer], ou
seules les factorisations a travers les opérateurs d’Atkin-Lehner sont envisagées. On vient
donc d’établir :

Proposition II1.1.6 La courbe E d’équation E : y* = a® — Tx + 6 est involutive. Le

revétement modulaire associé posséde 12 points critiques, 8 sont des points de Heegner et
4 sont des pointes de Xo(80).

L’exemple que nous venons de traiter nous apprend plusieurs choses :

— D’abord, I'utilisation d’autres opérateurs que ceux d’Atkin-Lehner est indispensable
pour I'étude du revétement modulaire .

— Ensuite, dans notre cas, on peut déterminer théoriquement tous les points critiques
de ¢. Comme ce sont des points de Heegner et des pointes, on peut en déduire
précisément les corps de nombres dans lesquels les points de ramification associés
sont définis.

— Enfin, quatre de ces points sont des pointes, et il faut donc faire attention a cette
éventualité dans l'utilisation de la méthode numérique que nous avons décrite plus
haut.

Dans les calculs que nous avons effectués, plusieurs exemples peuvent se traiter de fagon
plus ou moins analogue. En tout cas, cela permet d’expliquer dans beaucoup de cas pour-
quoi certains points critiques sont des points quadratiques.

Cependant, dans le cas de la courbe E d’équation :
E vy’ 4ay=2>+22—1lz ,

de conducteur N = 33, les points critiques de ¢ semblent étre les points de Heegner
suivants :

36+ v/—24 _

R 2= an
36+ /24 o
RV “a="%

Pourtant, deg(¢) = 3 et aucune factorisation naturelle n’est possible.

La table II1.1, donne la liste des courbes involutives non triviales (i.e. £ non isomorphes
a Xo(N)) de conducteur N < 100. La colonne (U;); fournit la liste (dans I'ordre) des
opérateurs qui donnent une factorisation complete de .

Revenons brievement sur I’étude des groupes E(Q)“™" et E(Q)*. Dans le cas des courbes
de rang nul, ces deux groupes sont, bien sur, des groupes de torsion. Nous avons cal-
culé (numériquement) les points critiques associés aux deux premieres courbes de rang
2 (N =389 et N = 433). Il semble que E(Q)"™ soit aussi un groupe de torsion pour
ces deux courbes. La situation est plus intéressante pour les courbes de rang 1. Dans ce
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N [al,ag,ag,a4,a6] (Uj)j N [al,ag,ag,a4,a6] (Uj)j
26 [1,0,1, —5,—g] W 58 | [1,—1,0,—1,1] Wa, Wag
26 | [1,—1,1,-3,3] Wis 61| [1,0,0,—2,1] Wl
30 [1,0,1,1,2] Ws 62| [1,—1,1,—1,1] Wi
34| [1,0,0,-3,1] Wi 64| [0,0,0,—4 0] (W35,)2
35| [0,1,1,9,1] Ws 65| [L,0,0,—1,0] Wes
37 [ [0,0,1,—1,0] Wiy 66 | [1,0,1,—6,4] Wa, Wi
3% [1,1,1,0,1 Who 66 | [1,1,1,—2,—1] Ws, W
39 | [1,1,0,—4, —5] Ws 69 [1,0,1, 1,—1] Was
40 | [0,0,0,—7, —6] (W255)? 70 | [1,—1,1,2, 3] Ws, Wi
27 [1,1,1,-4,5] W5 72| [0,0,0,6,—7] Wy, (WaS,)?2
43 [0,1,1,0,0] Wis 771 [0,0,1,2,0] Wa, Wi
41 [0,1,0,3,—1] Wi 79 [1,1,1,—2,0] Wiro
45 [ [1,—=1,0,0, —5] W 80 | [0,0,0,—7,6] | Wa, (WaS5)W,
48°][0,1,0,—4, —4] (W555)? 80 | [0,—1,0,4, —4] | (SoWa)?, (SaWWs)
50 | [1,0,1,—1,—2] W 82| [1,0,1,—2,0] Wa, Wi
50 | [1,1,1,-3,1] Wi 83| [1,1,1,1,0] Wes
51| [0,1,1,1,—1] Wi 88| [0,0,0,—4,4] | Wa, Wiy, (Wa55)?
53| [1,—1,1,0,0] Wiss 89 | [1,1,1,-1,0] Wyo
54| [1,—1,1,1,—1] W 91| [0,0,1,1,0] Wr, Wis
55| [1,—1,0,—4,3] W 92 [ [0,1,0,2,1] Wos
56| [0,0,0,1,2] W, 94 | [1,—1,1,0, —1] Wi
56 | [0,—1,0,0,—4] | SaWr, (SaWa)? |[ 96 | [0,1,0,—2,0] Wa, (SaWs)?
57| [0,—1,1,—-2,2] W, Wio 99 | [1,=1,1,—-2,0] Wy, Wi

TaAB. III.1 — Courbes involutives de conducteur N < 100, et deg(y) # 1

cas, le point i/v/N est un point critique fondamental naturel. Pour les premieres courbes,
les groupes E(Q)" et E(Q)™* sont souvent des sous-groupes d’indices finis dans E(Q),
mais pas toujours. Le premier exemple ou E(Q)* est un groupe de torsion est donné
par la courbe de conducteur N = 91 = 7 x 13 d’équation y? +y = 2° + 22 — 7z + 5.
Ici, on a a; = a;3 = 1 et la condition 2 sur les discriminants n’est pas satisfaite (cf.
chapitre I). Le point i/4/91 donne donc un point de torsion sur E(Q). Par contre, pour
cette courbe, E(Q)" est un groupe d’indice fini dans F(Q). Il est a noter que les 4 points
elliptiques d’ordre 3 de X(91) s’envoient, par ¢, sur des points rationnels d’ordre infini.
La premiere courbe de rang 1 pour laquelle on a E(Q)™* C E(Q)tyyg est celle d’équation
y? = 23 — 2 + 1 de conducteur N = 92.
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I11.1.4 Cas d’une courbe de rang 2

Dans cette section, nous commentons les résultats que nous avons obtenus concernant
la premiere courbe elliptique (au sens du conducteur) de rang 2. Il s’agit de la courbe
d’équation :

E :y+y=a>+2>—22 ,

de conducteur N = 389. Le groupe de Mordeil-Weil E(Q) est sans torsion et engendré
par :
G1 = [0,0] et G2 = [1,0] .

Le genre de X((389) vaut g = 32 et il n’y a ni point elliptique d’ordre 2 ni d’ordre 3. Enfin,
on a deg(yp) = 40. Nous avons pu déterminer, par la méthode décrite précédemment, les 62
points critiques du revétement modulaire (les résultats complets figurent dans I’annexe B).
Nous avons constaté quelques phénomenes intéressants :

— Conformément au théoreme VI, on trouve deux points critiques fondamentaux :

cs ~ 0.0169298394643814501869216816 x 4
0.1518439730519631382000247052 x 7 .

Q

Cq

— Plus étonnant, les calculs semblent indiquer que les deux points de Heegner :

337 ++/—19

&1

2 % 389
Lo T V—19
2 2 x 389 ’

sont des points critiques! Nous ne savons ni démontrer ce résultat, ni expliquer la
particularité du discriminant —19 par rapport a la courbe.
— Enfin, deux des points critiques possede une partie réelle égale a 1/2 :

Q

1
Cs 5 + 0.008015879627931564443796916 X i

Q

Ce

1
3 + 0.080175046492899577113086416 x 7 .

Cette situation apparait aussi pour les courbes de rang 2. La droite Re(s) = 1/2
possede des propriétés similaires a celles de la droite Re(s) = 0.

Le dernier point peut s’expliquer en étudiant la fonction f(7 + %) et sa “série L” :
Ly(f,s) = =, (—1)"a(n)n™° ou on a posé L(f,s) = >, a(n)n~*. Le fait est qu'ici,
ona Ly(f,s) = (1— 22 4 _LL(f,s).

Soit P € E(C). En utilisant les points de ramification de ¢, on peut donner une méthode
générale qui calcule tous les antécédents de P par rapport au revétement modulaire.
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Si G € E(Q) et si 21,29, -, 249 sont les 40 points au-dessus de G alors j(x;) € Q. De
plus, si la précision est suffisamment grande, on peut calculer et reconnaitre le polynome :

40

Po(X) = [ [(X = j(ax)) € QIX]

J=1

Nous avons déterminé numériquement Pg,, Pa,, Po,+6., Poi—cys Pocy, Pag,. Tous ces
polynomes sont irréductibles de degré 40 et a coefficients entiers. Notons que deux des
antécédents du point 2G; ont une partie réelle égale a 1/2.

II1.2 Développement de Fourier aux pointes

II1.2.1 Motivations et notations

Comme nous 'avons déja vu dans la partie précédente, il peut arriver qu'une pointe
P € Xo(N) soit aussi un point critique du revétement modulaire. Cela signifie que I'ordre
d’annulation de f en P est > 2, et nous voulons le lire sur le développement de Fourier
de f en la pointe. On explique ici comment ’on peut, dans certains cas, obtenir de tels
développements. Les techniques utilisées étant assez générales, nous allons considérer le
cadre plus large des formes modulaires de poids k sur I'y(N) et caractere . Cependant, la
définition du développement de Fourier en une pointe P est un peu plus délicate lorsque k
est impair. C’est pour cette raison, et pour ne pas alourdir davantage nos propos, que nous
allons nous restreindre aux poids pairs. On suppose donc dans toute la suite que k est pair.

On note Si(NV,e) l'espace vectoriel des formes modulaires paraboliques de poids k sur
Lo(N) et de caractere € si f € Sp(N,e) :

flar=c¢(d)f pourtoutM:(Z Z) e [h(N) .

On trouvera, par exemple dans [Li 1], [Atkin-Li] les résultats et outils que nous utiliserons
sur ces formes. En particulier, il existe aussi une notion de newforms (cf. [Li 1]) et des
opérateurs Wy d’Atkin-Lehner ou plutot d’Atkin-Li (cf.[Atkin-Li]). Pour ces opérateurs,
une restriction supplémentaire sur les coefficients est demandée. Si on écrit N = QM avec
pged(Q, M) = 1 alors on décompose le caractere ¢ (mod N) en € = £gepy, ot £¢ (resp.
en) est un caractere sur (Z/QZ)* (resp. sur (Z/MZ)*). L'opérateur Wy, est défini par :

WQ:<]C\27Z Qyw) , det(Wo) =Q

oty =1 (mod Q) et x =1 (mod N/Q). De fagon générale, si :

/

W, = ( o J, ) Cdet(Wh) =Q
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est un opérateur sans ces conditions sur les coefficients et si f € Si(IV, ) alors

flwo = 2Q(y)En (@) flwy -

On note Ny (N, ) I'ensemble des newforms normalisées de S(N, ¢). Si f € Ny (NV,¢) alors
flwo = Aq(f)h, ott h € Ni(N,Eqenr) et Ag(f) est une pseudo-valeur propre de Wy. Le
développement de Fourier de h a l'infini s’exprime facilement a l'aide de celui de f (cf.
[Atkin-Li]). En effet, si f(7) = >_ 5, a(n)g" alors h(r) = > -, b(n)q" o, pour tout p
premier :

ev(p)a(p)  sinon

On obtient les autres coefficients de h a 'aide des propriétés de multiplicativité des b(n).
La pseudo-valeur propre A\g(f) est, en fait, un nombre algébrique de norme absolue 1
([Atkin-Li]).

b(p):{ fo(p)alp) sipt@Q (ITL10)

Soit P une pointe de Xo(N), et M € SLy(Z) telle que Moo = P, alors f| est périodique
de période ¢ (la largeur de la pointe P). Ainsi, on peut écrire :

f|M = Zc(n)qn/é ’

n>1

qui est le développement de Fourier de f en P. Soit M’ € SLy(Z) telle que M'co = P
et Y ' (n)g"* le développement de Fourier associé. Alors, il existe ¢ une racine (-iéme
de I'unité telle que ¢(n) = ("c(n) pour tout n > 1. Les coefficients du développement
de Fourier de f ne dépendent donc pas de la matrice M choisie (a2 une racine ¢-iéme de

I'unité pres). En particulier, I'ordre d’annulation de f en P (i.e. le plus petit n > 0 tel
c(n) # 0) est bien défini. Il est noté v(f, P).

Remarques : 1) Le développement de Fourier de f en P commence en n > 1 car f
est une forme modulaire parabolique (les formes paraboliques s’annulent aux pointes).

2) On peut aussi choisir des matrices M € SLy(R) telles que Moo = P. Dans ce cas, bien
que la largeur de la pointe (i.e. le nombre ¢) puisse étre modifiée, I'ordre d’annulation de
f en P, lui, reste inchangé.

3) Lorsque f est une forme modulaire associée a une courbe elliptique définie sur Q, alors
P est un point critique du revétement modulaire si et seulement si v(f, P) > 2.

Soit y un caractere modulo M. La tordue de f par x est donnée par :
fr =Y _aln)x(n)q"
n>1
. 1 1/M - o
ou f(1) =), a(n)g". On pose Sy = 01 et on désigne par R, (M) 'opérateur :

flryon = Z X(u) flse,

uw mod M
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et R, = R,(cond(x)) out cond(x) est le conducteur de x. On a g(X)fy = f|r, (ici g(X)
désigne la somme de Gauss de X). Voici quelques propriétés simples de R, (M) (cf. [Li 2],
par exemple). La lettre p désigne ici un nombre premier.

e Soit y un caractere non trivial de conducteur p* > 1 alors pour b > a on a :

Flagor) =" 900 (Fluxl B - (ITL.11)

e Soit xo le caractere trivial alors :
f|Rxo(Pb) = pbf’Upb|pr - pb—lflUpbq ‘prfl : <11112>

e Si ¢ désigne la fonction d’Euler alors pour pged(a, M) =1 :

O(M) f|ss, = Z x(a)flr,n) - (I11.13)

cond(x)|M

Dans ces formules, les opérateurs U, et B, pour r € N sont définis par :

flo () =S atmr)g® et fls, =3 alm)g .

n n

Supposons que le conducteur M = cond(x) soit premier avec N, et soit f € Ni(N,¢), alors
fx € Ni(NM? ex?), le diagramme suivant résume le résultat de I'action de I'opérateur
Wq sur l'action de “tordre” et réciproquement.

f € Ni(N,e) - x Iy € Ni(NM? ex?)

wQ wa

(I1.14)
h € Niu(N,2gen/q) hy € Ni(NM?,Zgen/ox?)
Aa(f) Ao(fr) =X(Q)Aq(f)

I11.2.2 Pointes unitaires

Soit f € Ni(N,e) une forme dont on cherche le développement en une pointe P = a/b
unitaire i.e. N = b(Q) avec pged(b, Q) = 1, la largeur de la pointe P est alors égale a £ = Q.
On prend h € Ni(N,ggen) la newform vérifiant :

flwg = Ae(f)h .

Les coefficients h(7) = ) b(n)¢" sont explicites en fonction de ceux de f. De plus,
hlw, = Ag(h)f ol :
Ao(h) = eo(=1)&(Q)Ae(f) - (IL.15)

On désigne par ¢(n) les coefficients de Fourier de f en la pointe P. Ces nombres sont bien
définis a une racine /-ieme de 1'unité pres.



I11.2 DEVELOPPEMENT DE FOURIER AUX POINTES 69

n>1 n>1

ot ¢ est une racine £-ieme de ['unité.

Preuve : On choisit un opérateur :

[ Qx Y
o= (% gu)
avec w = 1 —ab et Qrw —yb? = 1 (la deuxieme condition est une relation de Bezout entre
b? et Qu et ils sont premiers entre eux). On a :

det(Wg) = Q*zw — b*Qy =Q .
De plus,
y=-b? (modQ) etz=Q " (modbd) .
On fixe :

P:(ﬁ _i, ) €lo(N) ou d =aQx+by .

Enfin, on pose Wg = PW,; on a W = oo. Soit :

M:<Z Z)ESLQ(Z) ,
alors, d'une part :
hlwgar = blelwy = eo(—aQx)zq(=by)hlwy, |
= ei(~)ea()hlwy |
= al(-a)eq(b)Eg ( “en(=Q)A(h) fl
= &(—aQ)zq(b ch)an’

n>1
et d’autre part :
hlwgn = hly  avec N:((l) 2) et teZ
N
_ n n/f 2imt /L
- gkz/2 Z b C=e ’

n>1

On conclut en utilisant la formule (I11.15). ad
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Corollaire I11.2.1 Soit f =3 a(n)¢" € No(N). Le développement de f en une pointe
unitaire P = a/b € Xo(N) est donné par :

+1
>_cmat == am"g""
n>1 n>1

ot ¢ est une racine £-ieme de ['unité.

Dans ce corollaire, le signe +1 est donné par la valeur propre de W en f (f|w, = £f).

Corollaire II1.2.2 Soit E une courbe elliptique définie sur Q de conducteur N et ¢
le revétement modulaire associé. Les pointes unitaires de Xo(IN) ne sont pas des points
critiques de @. FEn particulier si N est sans facteur carré, aucune pointe n’est un point
critique.

Soit x un caractére de conducteur M premier avec N, alors f, € Ni(NM? ex?) et
Py = a/bM? est une pointe unitaire de Xo(NM?) de largeur £ = Q = N/b = NM?/bM?>.
Si Y, c(n)g™* désigne le développement de f en P alors :

Théoreme VIII Le développement de Fourier de f, en la pointe Py est de la forme :

e(MPX(a*Q) Y e(n)x(n)g™" .
n>=1
Preuve : On part de 'égalité matricielle suivante :

u a X Q 0
sit (e v ) (0 1) =v(
~~ ——

/
v~

Al As Az

S Q
w3
~~
VR
=RW)
=
~_
<2

avec :

B * * 9
r= <>x< 1+aUNM)€FO(NM)’
Vo as — xb *

-\ b(M?%s—y) —bM?*r+ya )
v = uy(Qa)”' (mod M) ,

et ot on a choisi X, Y, r, s convenablement pour que V' € T'o(N) et det(A;) = det(A4y) = 1.
Ainsi, as — b = M=% (mod Q). On a alors :

D X flsglrlala, = 900 fllrlala,
u mod M
= g(x) ) _dn)g"

n>1
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ou Y. d(n)g"* est le développement de Fourier de f, en a/bM?. En utilisant I'égalité
matricielle, on obtient :

Z X(w) flsy, [rlaa;, = Z X (W) flv]az] aslsy,

uw mod M u mod M
= Zglas — Xb) > X(u)flalaylsy,
u mod M
= e(M*) > X(IX(@*Q) flaslaslsy,
v mod M
= (M)X(@Q) > xX(v) (Zc(n)q") sz,
v mod M n=1
= eo(M)X(a’Q)g(X) Y _ c(n)x(n)g" .
n>1
Et le théoreme est montré. O

Remarques : 1) L’utilisation du théoreme VII et des relations (II1.14) auraient aussi
permis de démontrer le théoreme VIII.

2) On voit ainsi que “tordre” en la pointe a I'infini est essentiellement équivalent a “tordre”
en une pointe unitaire.

I11.2.3 Pointes non unitaires

Soit P = a/b € Xy(N) une pointe non unitaire en laquelle nous voulons obtenir le
développement de Fourier de f € Ny (N, ¢e). Tout d’abord, nous pouvons toujours nous
ramener a b | N. En effet, décomposons b en produit de facteurs premiers et écrivons :

b=[]r; et I={jeJp;" N} .

jeJ

Posons N = N’ Hjejpfj avec pged(N',b) =1 et Q = Hjerfj. En choisissant convena-
blement les coefficients x, y, z, et w, on peut fixer un opérateur Wy, :

Wo = ( ]%Z Qyw ) L det(Wo) = Q

tel que Wga/b = d'/l avec :

Y — Hpji—aj Hp]?‘j )

J€el Jé€I

On a ainsi b | N. Soit h € Ni(N,Zgensq) telle que flw, = Ag(f)h et soit M’ € SLy(Z)
telle que M'oo = o' /. Le développement de Fourier de f en a/b se déduit de celui de h
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ena /b :

flwolar = eueng(x) g (f)h|m

= cquEnig(r) ) e(n)g™!

n>1
————

dev. de h en a’ /b’

Et :
f\WQ|M/ = flu = Zd(n)qn/z

n>1
—_——

dev. de f en a/b

Notons qu’ici M n’appartient pas a SLy(Z) mais au sous-groupe G de SLy(R) engendré
par SLy(Z) et Q~Y2Wg. Le nombre £ est la largeur de la pointe a/b, non pas par rap-
port & SLy(7Z), mais par rapport a G. Cependant, 'ordre d’annulation de f en a/b reste
inchangé et correspond donc au plus petit entier n > 1 tel que ¢(n) # 1.

On éerit f(7) =), 5, a(n)q" le développement de f en I'infini.

Soit donc P = a/b une pointe unitaire avec b?|N ; on a alors ¢ = N/b% Soit > c(n)g™*
le développement de f en a/b. Avant d’énoncer la prochaine proposition, remarquons que
comme b? | N, on a :

. 11 atrr -1 —ef  Ha?

On en déduit que la fonction f|se|w, est périodique de période 1, elle admet donc un
développement de la forme : f|se|w, = >, a'(n)g" .
Proposition II1.2.3 On a :

1
> cmat = g5 Y d )t

n>1 n>1
ou (N =1cet Za’(n)q" = flsalwy
n

Preuve : On pose :

M:<Z Z)eSLQ(Z).

D’une part, on a :

Flsglwalwalsyelar = (=1)Fflar = e(n)g™* .

n>1

Et d’autre part :
Flselwylwylszolar = flsglwylar
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avec :

,_ 1 —ayy_ (1 y/b
M= WS, M‘(o N/B?

On est amené a trouver les coefficients a'(n). L’idée est d’écrire (formule (I11.13)) :
o(0) flse = Z x(a)flry @) >
cond(x)|b

puis d’étudier I'action de Wiy sur les f|g, ). Dans certaines situations, f|r, ) apparait
simplement comme la tordue de f par le caractere x. On peut alors espérer que f, soit
une newform, et ainsi pouvoir obtenir des informations sur les coefficients de f,|w, .

Définition II1.2.4 Soit x un caractére modulo b =[], p;’. On pose alors v = |J|. On
décompose le caractére en ses composantes primaires :

X =X1X2" " Xr »

ot x; est un caractere modulo pJ On définit cond’(x) par multiplicativité, en posant :

. y \ .. o
cond (x;) = cond(x;) six n'est pas le carqctere trivial modulo p;’
J P; sinon.
Enfin, si I = {j € J | x; est le caractére trivial modulo p}’}, on pose tr = ng[p?jf
nt = HjeJ\I p?j: Xtr = Hjel Xj €t Xnt = HjeI\J X;j- On définit :
g() = (=) (tr)gOcm)
ot g(Xnt) €st la somme de Gauss de Xp-

Nous allons utiliser le lemme suivant qui permet de décomposer l'action de R, (b) en
plusieurs composantes.

Lemme II1.2.5 Soient n et m deux nombres premiers entre eux, et X = XnXm, UN Ca-
ractére modulo nm. On a :

FlRgmm) = Xon (0) X (M) f| Ry, (1) | R () - (ITL.17)
Preuve : On écrit :

Fl Ry )[Ry (m) = Z X_m(a)< Z E(b)ﬂsly) |sa

a mod m b mod n

= > > Tl flggren

a mod m b mod n

= Xm(n)Xa( Z Z (an + bm) f|gom+an

a mod m b mod n

= Xm()xn(m) Y X()flsy, = flagomn) -

v mod mn
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Proposition II1.2.6 Si a(p) = 0 pour tout p | b, on a :

S0 flsg = D x(@)g'(0) e - (ITL.18)

cond’ (x)=b

Preuve : En faisant une récurrence a partir de la formule (I11.17), on montre que l'on a :

(D _ (b
Tlasiny = X0 (F) X( ar) Flrg iy rg iy (I11.19)

1

D’apres les formules (II1.11) et (II1.12), on obtient :

0 si 1 < cond(x;) <p;’ ousi condy; =1eta; #1
f\ij %) = —f_ s% cond(x;) = 1(1‘ et a; =1
9(XG) fly; st cond(x;) = p;’

On voit donc, grace & la formule (II1.19) que f|g @) = 0 dés que cond’(x) # b. Sinon, on
a:

f’Rx(p?I"'pgr) = f’RXtant(trnt)
= Xor ()Xot (t7) f| Ry, (0r)| Ry, (n0)
= (=D (tr)g(%nt) fron: -

O
Remarque : Comme b? | N, la condition a(p) = 0 pour tout p | b est vérifiée des que € est
un caractere modulo N/p ([Li 1]). C’est en particulier le cas si € est le caracteére trivial.

Corollaire I11.2.7 On suppose que la forme f et p-primitive et que a(p) = 0 pour tout
p|b. Alors fly,, € Ni(N,ex?,) et :

Za%nw:@Z@ S @) @ (o)) | ¢
nz>l cond’ (x)=b

Preuve : Pour p | N, notons ¢, la p-partie du caractere . Les hypotheses du corollaire
entrainent que cond(e,)? | N dés que p | b ([Atkin-Li]). Ainsi, on a f,,, € Sk(N,ex?2,)
([Atkin-Li]). De plus, f étant p-primitive pour tout p | b, la forme f,,, est une newform
et son niveau est au moins N ([Atkin-Li]). En utilisant alors la formule (II1.10), on en
déduit le corollaire. O

Corollaire IT1.2.8 Si b= p* (i.e. r=1) et si a(p) = 0 alors :

sinon .

o(b) flsp = Z x(@)g(x) fy — { é sta=1

cond x=b
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Exemple : Prenons p = 2 et supposons que a(2) = 0.
e Sib=2 (et 4|N),iln’y a pas de caractere modulo 2 : f|s, = —f et le développement
de Fourier en 1/2 est donc :

+1 —_—
e Z a(n)¢"q"" .

n>1

Le signe +1 provient de 'action de Wy sur f.
e Sib=4,ilya un caractere de conducteur 4 : £(n) = (—1)®Y/2 pour n impair et
on a :

2f]ss = &(a)g(&) fe Le. flse =1&(a)fe
e Sib=8,ily deux caracteres de conducteur 8 : ¢(n) = (—1)"~Y/8 pour n impair
et le caractere €. 1l vient :

Flse = % ((a) fu + (a)E(a) fue)

En reprenant notre étude sur les points critiques, on en déduit :

Proposition 111.2.9 Soient E une courbe elliptique de conducteur N pair, f la forme
modulaire associée a E et ¢ le revétement modulaire. Les pointes de la forme a/2 et
a/(N/2) ne sont jamais des points critiques pour p. Si 2% | N et si f est 2-primitive (i.e.
la valuation 2-adique de N est impaire ([Atkin-Li])) alors les pointes de la forme a/4 et
a/(N/4) ne sont pas des points critiques.

Lorsque la forme f n’est pas p-primitive les actions de Wy sur les différentes tordues de
f peuvent étre plus délicates a traiter. Dans certains cas, on peut tout de méme obtenir
quelques résultats. Supposons pour cela que f € Ni(N), avec N = p?M, ne soit pas
p-primitive avec p premier et pged(p, M) = 1. Soit x un caractere de conducteur p. On
décompose 'opérateur Wy en sa p-composante W, = W2 et en sa M composante Wy;.
L’action de Wy, sur f, ne pose aucun probleme; en effet, comme M est premier avec p,
on a :

fX’W]W :Y(M)(f|W]\/I)X :

Nous nous intéressons donc seulement a 'action de W2 sur f,. Comme la forme f n’est
pas p-primitive, il existe un caractere xo de conducteur p et une forme h € N(N',Xo?)
telle que h,, = f. De plus, on a N = pM ou N' = M.

Proposition IT1.2.10 Avec les notations ci-dessus, si X # Xo et X # Xo 0N a :
9(XoX) fxlw,. = xo(=1)x(=1)g(Xox) fx -

Preuve : Supposons tout d’abord que x3 n’est pas le caractere trivial modulo p. Alors
N' = pM et h € N(pM,Xo?). On a cond(xo?) = p. On pose X' = Xox, cond(x’') = p.
D’apres le corollaire 4.2. de [Atkin-Li], on déduit que :
90X rxoxlw . = Xo(=1)x(=1)g(Xox)hxox
le.  g(xXoxX)fxlw,. = xo(=1)x(=1)g(xox) /5 -
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Si xo = Xo alors h € N(N'). Comme cond(xox) = p, le théoreme 4.1. de [Atkin-Li] affirme
que :

Ap(Pxox) = xo(=1)x(=1)g(x0x)/9(x0X) -
Et on obtient alors, g(xoX)/fxlw. = Xo(=1)x(=1)g(xox) " avec [’ € N(N,x?). On ob-

serve que f' = fx. O

Traitons maintenant le cas ou xy = xo :

Proposition II1.2.11 Toujours avec les notations ci-dessus, si Xo # Xo, 0N G :
g(%2)-fXO|Wp2 = ph|Up|Bp - h .

Preuve : On utilise toujours le corollaire 4.2. de [Atkin-Li]. On pose x’' = x et x = xé.
On obtient :

9(X)hxlwz = pxa(=1) hlu, 1, —
Et la proposition s’ensuit. O

Lorsque x = Xo, alors on a f, = h — h|y,|p,. Si le niveau exact de h est Mp, I'action de

W2 sur f, est donnée par les deux égalités suivantes :

hlw, (1) = p**hlw, (p7)
hlo s, lw, = aP)p"?hlw, .

Ici, W), est I'opérateur correspondant a l'espace Xo(pM).

Nous terminerons ce chapitre par des exemples provenant de certains revétements modu-
laires. Notons que les formes modulaires associées aux courbes elliptiques qui suivent ne
sont pas 2-primitives.

Soit E la courbe elliptique de conducteur N = 48 et d’équation :
V=242 —dr—4 .
Soit f =" a(n)q™ la forme modulaire associée a E. On a :

flse =i &(a)fe .

Or, fe = h € S5(24) (ici h est la forme modulaire associée a la courbe elliptique de
conducteur 24). On a alors :
h|W48 (T> = —2h(27’) )

et ainsi :

Flsslwis = =20 a(n)(=1)""D/2g>"

n=>1
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De la proposition II1.2.3, on déduit que les pointes -1/4 et +1/12 sont des points critiques
de ¢. Le genre de X(48) étant égal a 3, ce sont les seuls points critiques du revétement
modulaire.

On considere la courbe E de conducteur N = 64 et d’équation :

y? =a1° —dx .

On a:
1

flse = NG (Y(a) fy +(a)f(a)fye)

Or fy = fye = h € S5(32) et hlw,, (T) = 2h(27). On en déduit que les développements de
Fourier de f aux pointes 1/8, 3/8, 5/8 et 7/8 sont donnés par :

£V2(1+1) Y a(n) ()¢

n>1

et que les pointes de la forme a/8 sont les quatre points critiques du revétement modulaire.

Soit E la courbe d’équation :
vV =a>—Tr+6 ,

de conducteur N = 80. Comme dans le premier exemple, on a f|sa = i{(a)fe, ol ici
fe = h € S2(40) et h|wy, (7) = —2h(27). On en déduit que les pointes 1/4 et +1/20 sont
4 points critiques de . Les 8 autres points critiques sont des points de Heegner (c’est en
fait 'exemple traité en détail dans la section I11.1.3).

Enfin, soit £ d’équation :
v =2 — 2 x4,

de conducteur N = 80. On a toujours f|gs = i§(a)fe mais cette fois-ci fe = h € S5(20) et
hlweo (T) = —4h(47). On voit alors que les pointes £1/4 et £1/20 sont des points critiques
d’ordre 3 de ¢ et sont donc les seuls points critiques.

Les 4 exemples que nous venons de donner sont les seuls exemples de courbes elliptiques
de conducteur N < 100 pour lesquels des pointes de X(/N) sont aussi des points critiques
du revétement modulaire.
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Chapitre IV

Heuristiques sur les groupes de
Tate-Shafarevitch des courbes
elliptiques définies sur QQ

Dans leur article [Cohen-Lenstra|, Cohen et Lenstra donnent des conjectures sur les
groupes de classes des corps de nombres. Dans ce chapitre, nous faisons un travail similaire
au leur, pour les groupes de Tate- Shafarevitch des courbes elliptiques définies sur Q. Pour
cela, nous devons prendre en compte que ces groupes possedent une structure particuliere
puisque, d’aprés un théoreme de Cassels, ils sont munis (s’ils sont finis) d’une forme
bilinéaire alternée non dégénérée. Apres avoir établi quelques propriétés de ces groupes,
nous donnons des heuristiques similaires a celles de Cohen et Lenstra adaptées a notre
situation. Ce chapitre s’inspire largement de [Delaunay].

IV.1 Motivations et notations

Nous voulons faire une étude sur les groupes de Tate-Shafarevitch des courbes ellip-
tiques définies sur Q similaire a celle faite dans [Cohen-Lenstra] sur les groupes de classes
d’un corps de nombres. On s’inspire pour cela de I'analogie certaine qui existe entre les
corps de nombres d'une part, et les courbes elliptiques d’autre part. On peut la voir grace
aux correspondances suivantes :

Courbes elliptiques E/Q Corps de nombres K
E(Q)tors S U(K)torg racines de 'unité de K
E(Q) = U(K) groupe des unités de K
I(E) = CIl(K) groupe des classes de K
R(E) = R(K) régulateur de K

Les parties de torsion des groupes F(Q) et U(K) sont toutes les deux faciles a déterminer
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et jouent le méme role. Pour un corps de nombres K, on connait rapidement le rang
du groupe des unités puisqu’il est égal a r; + 79 — 1 ou r; (resp. 73) est le nombre de
places réelles (resp. complexes) de K. Cependant, les unités ne sont pas toujours faciles
a trouver. Pour le groupe de Mordell-Weil d'une courbe elliptique E, le rang est prédit
par la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer, et calculer les points rationnels de F(Q)
peut aussi poser des difficultés si les générateurs ont de grands dénominateurs. Le groupe
des classes d’un corps de nombres mesure, en quelque sorte, I'obstruction aux idéaux
d’étre principaux. Lorsque ce groupe n’est pas trivial, 'arithmétique dans K est plus
compliquée a faire. De méme, le groupe de Tate-Shafarevitch III d’une courbe elliptique
mesure 'obstruction au principe “local-global”. Lorsque III n’est pas trivial, I’étude de
la courbe est rendue plus délicate. De plus, tout comme les points de Heegner pour les
courbes elliptiques, il existe un procédé analytique pour obtenir certaines unités d’un
corps de nombres.

Enfin, pour un corps de nombres K, on a la suite exacte suivante :

1 = U(K)/U(K)? — 5,(K) — Cl(K)[p] — 1

ou Sp(K) ={a € K*|aZk = q°}/K*P est le p-groupe de Selmer de K (cf. [Cohen 2| pour
cette terminologie). Si L(K, s) désigne la série L de K (i.e. la fonction zéta de Dedekind),
ona:
» R(K)|CHE)|

[U(K)tors] ’

our =ry+ry— 1 estle rang du groupe des unités de K.
Pour une courbe elliptique £ :

L(K,s) ~_y—s

1 — E(Q)/pE(Q) — 5(E) — II(E)[p] — 1,

ou S,(E) est p-groupe de Selmer de E. Si L(E,s) est la série L de E, la conjecture de
Birch et Swinnerton-Dyer affirme que :

» R(E)|IL(E)|
(|E(Q)tors|)2

Ce sont clairement des expressions du méme type. Cependant, pour la formule (IV.1), les
termes principaux de droites sont des carrés :

— R(E) est le déterminant d’une matrice de Gram (moralement c’est un carré).

— L’ordre du groupe III(F) est un carré (s'il est fini).

— Au dénominateur se trouve le carré de 'ordre du groupe de torsion de F(Q).

L(E,s) ~.; (s—1) cQ) . (IV.1)

Nous admettons dans toute cette partie, la conjecture selon laquelle le groupe de Tate-
Shafarevitch IIT d’une courbe elliptique est fini. Dans ces conditions, le groupe III est
muni d’une forme § bilinéaire alternée non dégénérée a valeur dans Q/Z (cf. [Cassels]).



IV.1 MOTIVATIONS ET NOTATIONS &1

Nous dirons qu'un couple (G, 3) est un groupe de type S si G est un groupe abélien
fini et :
g:GxG—Q/Z ,

tel que :

— (3 est bilinéaire.

— B(z,x) = 0 € Q/Z pour tout z € G. Ceci entraine que f est antisymétrique (i.e.
f(z,y) = —f(y,z)). Il est a noter que la réciproque n’est vraie que dans le cas ou
I’espace d’arrivée vérifie 2a =0 = a = 0.

— Si f(x,y) = 0 pour tout y € G alors x = 0.

Nous sommes ainsi amenés a étudier de tels groupes. Deux groupes (G1, 1) et (G, B2) de
types S sont dit isomorphes s’il existe un isomorphisme de groupes ¢ : G; — G5 tel que :

Bo(o(z),0(y)) = Bi(x,y) pour tout z,y € Gy .

Dans [Cohen-Lenstral, les groupes étudiés sont simplement les groupes abéliens finis et
I'idée principale est, en quelque sorte, de pondérer chaque groupe G par un poids pro-
portionnel a 1/| Aut(G)|. Ici, nous devons remplacer Aut(G) par son analogue Aut®(G) le
groupe des automorphismes de (G, 3) qui respectent la forme g.

On note P ’ensemble des nombres premiers, dans la suite, la lettre p désignera toujours
un élément de P. De plus, on note (¢), le nombre :

H(l—qi) , poura € Net g € R .

1<i<a

Si G est un groupe abélien, on désigne par r,(G) le p-rang de G.

Dans [Cohen-Lenstra] on écrit Z pour signifier que la somme porte sur tous les groupes
G(n)
d’ordres n a isomorphisme pres. De la méme maniere, on écrit : Z pour une somme
Gs(n)
qui porte sur tous les groupes de type S d’ordres n a isomorphisme pres. Enfin, on définit
pour (G, 3) un groupe de type S :

s B 1
(G = TR
w(n) = w*(G)

G* (n

s _ (1/p*)a
wa(G) - |Aut H

st /P o=

we(n) = ZwZ(G)

G*(n)
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qui jouent, comme nous le montrerons, des rdles analogues a (cf. [Cohen-Lenstra)) :

1
e ) [Aut(G)
w(n) = Z w(Q)
G(n)
wa(G) _ {f:Z* — G|f homo. surjectif de groupe}|
' GITAu(G)]
th.[Cohen-Lenstraj H (1/p)a
|AUt (1/p)a- rp(G)

plG|

we(n) = Z wa(G)

G(n)

Nous ne savons pas donner pour wé(G) une définition similaire a w,(G) (i.e. en terme
d’homorphismes surjectifs ou du méme style), c’est pour cela que 'on donne directement
une formule qui parait arbitraire, mais nous verrons dans la suite que c¢’est la formule qui
convient.

IV.2 Groupes de type S

Commengons cette section en donnant un exemple fondamental de groupe de type S.
On prend pour le groupe G :

= (Z/p" L@ L/p" L) ® (Z/p“ LS LIp™L) & - ® (L/p“ L & L[p“ L)

avec a1 < az < -+ - < aj.

On note eq, g, -, €3; une “base canonique” (par exemple on prend pour e; I'élément de
G dont la i-eme composante est inversible modulo p, les autres étant nulles). On définit
une forme bilinéaire alternée 3 en prenant :

flegi1,e2) = —f(ex,e2-1)=1/p" € Q/Z

f(ei,e;) = 0 sinon.

Il est facile de voir que (G, 3) est un groupe de type S. Ainsi, si un groupe abélien fini
G est de la forme G = H x H, on peut le munir, par cette construction, d’'une forme
bilinéaire alternée non dégénérée (les p-composantes étant deux a deux orthogonales).
Nous allons maintenant établir la réciproque.

Lemme IV.2.1 Soit (G,3) un groupe de type S avec G un p-groupe. Soit v € G un
élément d’ordre maximal, disons p*. Alors :

— Il existe y € G d’ordre p* avec B(z,y) = 1/p* € Q/Z.

— Il existe un sous groupe H de G tel que (H, B|gxm) soit un groupe de type S, et avec

G=((z)o ) & H.
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Preuve : 11 existe dans G un élément y tel que B(z,y) = a/p* € Q/Z avec (a,p) = 1.
En effet : sinon p*~'z est dans le noyau de 8 donc est nul (3 est non dégénérée) ce qui
contredit le fait que = est d’ordre p*.

Quitte & remplacer z par bz ot b est I'inverse de a modulo p*, on peut supposer que 'on
a B(x,y) = 1/pk. 1l est alors clair que l'ordre de y est p* (par maximalité de I’ordre). On
a (z,y) = (x) ® (y) car si Az = vy alors B(z,vy) = 0 ainsi p*|v et vy = Az = 0.

On pose alors H = {z € G|f(x, z) = B(y,z) = 0} et on constate que :
— H est un sous groupe de G.
— HN{(z,y) = {0} car si \x + vy € H on a B(z, \xz +vy) =0 = v/p* donc vy = 0 de
méme Az = 0.
— G = (x,y) ® H car tout élément w € G s’écrit sous la forme : w = —p*B(y, w)z +
PFB(x, w)y + (w + p*B(y, w)z — p*B(x, w)y).
— Et enfin B|pxy est non dégénérée. O

Remarque : Dans la preuve du lemme, on a : (x,y) ~ Z/p*Z @ Z/p*Z.

On déduit du lemme le résultat suivant :

Proposition IV.2.2 Soit (G, 3) un p-groupe de type S, alors (G, [3) est isomorphe au
groupe de type S de l’exemple fondamental (avec des a; convenables). En particulier
G ~ H X H et la structure de Aut®(G) est indépendante de 3.

Preuve : On démontre cette proposition par récurrence sur 'ordre du groupe en utilisant
le lemme précédent.

Corollaire IV.2.3 Si (G,[3) est un groupe de type S, alors l'ordre de G est un carré
parfait.

On en déduit que wi(n) = w*(n) =0 si n n’est pas un carré parfait.

Nous allons maintenant étudier le groupe Aut®(G) d’'un groupe (G, 3) de type S. Tout
d’abord rappelons que les groupes abéliens d’ordre p™ sont en bijection avec les partitions
de n.

Soit (v) une partition de n, on note \; le nombre de i apparaissant dans cette partition
si bien que 'on a n = Ay + 2 g + -+ - 4+ jA;.

De plus, on note puy, fi2, -+ , pt; les parts de la partition associée a (v) avec pp = \; +
A1+ -+ Aj;on abien n = py + g + -+ + pj. On peut alors énoncer :

Théoréme IX Soit (G, ) un p-groupe de type S d’ordre p** avec G ~ H x H et
H~ (Z/pZ)™ & (Z/p2Z)>\2 - P (Z/ij)Aj

Alors, en gardant les notations précédentes on a :

22 2 1
’l&uts(Gﬂ = p (N]+“‘+Nj)+n | | < )
i

1< P
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Le reste de la section est consacrée a la démonstration de ce théoreme.

Définition IV.2.4 Soit a,b deux entiers positifs. Un vecteur de (Z/p*Z)" est dit d’ordre
p* st au moins une de ses composantes est d’ordre p*. On pose :

St = |z € (Z/p"Z)°| lordre de = est p°}| .
On a alors :
Proposition IV.2.5

1
b ba
Sa:p (1——b)
p

Preuve : Par récurrence sur b. Pour S®™ on compte le nombre de vecteurs dont toutes
les composantes sont multiples de p. Pour la premiere, il y en a p®~!, et pour les autres
pP — S = p?@=1 d’aprés hypothese de récurrence. En tout, cela fait p®*+D@=1 vecteurs
et la proposition est alors immédiate. O

Preuve du théoreme IX : Par récurrence sur n. On écrit :

G=|Z/pZ& - ®L/pL | ® \Z/pQZ@---@Z/pzz D \Z/HZ@W@Z/]&Z

-~ -~ -~

2, fois 2, fois 2); fois

On choisit la forme ( de I'exemple fondamental.

Un automorphisme o est donné par I'image d’une base de G. On prend la “base canoni-
que” ey, ey, -+, avec disons ey et ey les éléments de G ayant respectivement un “1”7 sur
la derniere et l'avant derniére composante (et des zéros partout ailleurs); e; et ey sont
d’ordre p’.

Pour que o respecte la forme (il faut et il suffit que B(o(e;),o(e;)) = B(es, ).

Pour 'image de e, on choisit un vecteur x d’ordre p’ (ordre maximal); il y en a :

, 1 A 1
25X _ 2n—2j\; _ 2 b
pleg) o em (o)
h b :i’,,l, g nombre de possibilités
4 élom ,rg © ezlen‘czs 2, pour remplir les autres
ordre p’ dans ( / P’ ) composantes

Ensuite, on choisit un élément y’ € G comme dans le lemme IV.2.1. On a :
- Bz y) =1/p";
1
~G=((ne{y) el
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Pour I'image de ey, on choisit un vecteur y tel que B(z,y) = B(e1, e2) = 1/p’. 1l est facile
de voir grace a la derniere décomposition de G que 'on en a :

{y € Glf(w,y) =1/p}H =p"" .

On a donc fixé I'image de e; et de es.

Pour es, ey, -+, on remarque qu’ils forment une base d’un groupe de type S isomorphe
a H, et que leurs images doivent appartenir a H. Il y a donc | Aut®(H)| possibilités. On
peut ainsi utiliser ’hypothese de récurrence et un petit calcul donne le résultat voulu. 0O

Remarque : En adaptant les calculs, on peut démontrer exactement de la méme facon
que l'ordre du groupe symplectique S,(2n, q) est :

1S,2n. )l =¢” [] (¢ -1) -

1<isn

Si ¢ = p est un nombre premier, on retrouve aussi ce résultat en appliquant le théoreme
avec \; = n.

IV.3 Séries de Dirichlet et moyennes

IV.3.1 Deux séries de Dirichlet

Nous allons étudier ici w*(n?) et w?(n?). Rappelons tout d’abord un résultat de Hall
(cf.[Hall]) :

Théoréme X (Hall) On a [identité formelle : (en gardant les notations précédentes)

n e AR

)

("L‘)M <x>>\2 e (m)Aj

ou la somme porte sur toutes les partitions (v) de n.
De ce théoreme, on déduit :

(1/p)2Witti)

(1/p*)"
(1/p*)n 2 (1/p2)a, (1/p?)5, - (/D)

(v)=n

en prenant x = 1/p? |

donc :
(1/p)2(u?+-~+u§)+n

(1/p)*
(1/p*)n 2 (1/p?)a (1/P?)ay -+ (12,

(v)=n

en multipliant par (1/p)" .

Le terme dans la somme est exactement 1/| Aut®(G)| pour le groupe G correspondant a
la partition v d’ou :
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Proposition IV.3.1 On a :

1 1
2 [Aut* (@)~ p* (1/p2),

Gs(p2n)
On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire IV.3.2 1 .
Lo TAe (@)~ L T79),

Dans [Cohen-Lenstral, on généralise en quelque sorte la formule de Hall pour la famille
de poids wi(G). En particulier, on trouve le théoréme suivant :

Théoréme XI (Cohen-Lenstra)

- (]-/p)ot-f—al
2 wal@) = H(l/ma 1(1/p)a

G(n) p*n

Comme tout est multiplicatif, on peut regarder ce qui se passe pour les p-groupes, on
obtient :

— i (1/p)n+a 1
G(%)MG(G)_ P (1/p)a=1(1/p)n (IV.2)

On sait que pour un p-groupe G correspondant a la partition (v) de n on a (cf. [Hall] par

exemple) .
H ].
| th(G)’ I M§+...+MJ2. (p)
i

1<i<y

On déduit de cette formule et de la formule (IV.2) que :

3 (/P () 1 (1/P)nra
(v)=n (1/p)afr(u) (1/}7))\1 T (1/p))\j p" (1/p)a71<1/p)n

ou la somme porte sur toutes les partitions de n et r(r) désigne le nombre de parts de
(v).

La formule précédente étant vraie pour tout p, c’est une égalité de fractions rationnelles.
On peut donc substituer p? & p, puis multiplier le tout par 1/p™ et on obtient :

T (/P (/p)¢5r 1 (1P nsa
2 Wi WP W, 7 (1) (),

Or le terme dans la somme est exactement w?(G) pour le groupe G de type S correspon-
dant & (v) (r(v) =r,(G)/2); on vient donc d’établir :
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Proposition IV.3.3

L (P
2 O Em L,

Il s’ensuit :

Corollaire IV.3.4

1/17 a+a—1
2wl 3Hl/zf) Ja—1(1/p?)a

G*(n?) p*n

Les deux dernieres formules généralisent celles obtenues avec w®(G) puisqu’on les retrouve
en faisant a — +o0.
On définit maintenant deux séries de Dirichlet par :

¢e) o= v

n=1 n
. o~ wi(n)
Gl) = > ==
n=1

On aura besoin de la formule suivante :

Proposition IV.3.5 Soit a un entier positif ou nul, on a [’égalité formelle :

a+1
1

ZXB S i -

Preuve : Par récurrence sur a. O

En faisant a — +o00, on retrouve une identité die a Euler :

On peut alors démontrer le théoreme suivant :

Théoréme XII On a :

) = U _TTe@n v+

n
n=1 j=1
ce) = YU qTe@e 2 +)
n=1 j=1

ot C désigne la fonction zéta de Riemann.
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Preuve : On démontre la premiere formule, la deuxieme s’obtient exactement de la méme
maniere (ou en faisant a = +00).

a(2)

NE
NS

n=1
= 1 : o
= H Z — wj(p”)) (la fonction w? est multiplicative)
P v=0 p
. 1 S v
- H Zp2yzwa<p2 )>
P v=0
_ H i 1 L (1/p2)u+a71
. — p2uz p31/ (1/172)(171(1/]72)1/
_ H i 1 1/p v+a—1 1
P \v= opy (1/p?)a-1(1/p?)y p=tD)
= H 2z+2]+1> par la proposition IV.3.5
p Jj=1 1- 1/

Ce qui termine la preuve du théoreme. ad

Remarque : Ces résultats sont a comparer avec ceux obtenus dans [Cohen-Lenstra] ou
il est démontré :

BRI | (SERT
DR | ({ER8"

C’est dans ce sens que w? correspond avec w,,.

IV.3.2 Moyennes

Comme dans [Cohen-Lenstra], nous allons définir la moyenne d’une fonction f définie
sur les classes d’isomorphisme des groupes de type S.
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Définition IV.3.6 On pose :

w(f,n?) = Y w(@fG)
Gs(n2?

Cife) = S
wi(f,n?) = D wiG)f(G)

G = Y

Définition IV.3.7 Soit u > 0, on définit les nombres c,(f,n) par :

— Cau(fin)  G(f 2 +u)(i(2)
; n? N (2 4+ u)

La (a,u)-moyenne de f est alors donnée par :

MEL(f) = tim s Cenl )

Si a = +o0, on parle de u-moyenne de f et on écrit M;(f) au lieu de M3 ,(f).

Remarque : Cette définition est l’analogue de la définition de (a,u)-moyenne dans
[Cohen-Lenstral. En particulier, la (a, u)-moyenne de f si elle existe est bien une moyenne
(i.e. la (a,u)-moyenne d’une fonction constante est égale a cette constante).

Si f est la fonction caractéristique d’une propriété P, on parle de (a, u)-probabilité de P
ou simplement de u-probabilité de P.

On a inclus le facteur n dans la définition afin que le terme du dénominateur diverge
quand z — oo. De plus, on peut montrer que, pour une classe de fonctions raisonnables,
la moyenne de f reste inchangée si on remplace n par n' (I > 1). Ceci est fauz si on
remplace n par n! avec | < 1, et en particulier si on remplace n par 1.

Nous allons utiliser le théoreme Taubérien suivant ([Tenenbaum)) :

Proposition IV.3.8 Soit (¢(n)), une suite de nombres positifs ou nuls. Si la série de
Dirichlet D(z) = >, c(n)/n* converge pour Re(z) > 0 et si D(z) — C/z se prolonge
analytiquement a Re(z) > 0 alors :

Z c(n) ~ Clog(x) .

n<e
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En appliquant cette proposition a (5(z — 1) (i.e. ¢(n) = nw?3(n)), on obtient :

k _
S gy ~ 22D,

n<e

En particulier, en faisant a — oo, il vient :

Gl CB)EO)T) -
Z Z |Auts 2

log(x) .

n<x G5 (n
De plus, le théoreme Taubérien permet d’obtenir directement la proposition suivante :

Proposition I1V.3.9 Soit f une fonction positive définie sur les classes d’isomorphisme
des groupes de type S. Si (3(f,z — 1) converge pour Re(z) >0 et si $(f,z—1) —C/z se
prolonge analytiquement a Re(z) = 0 alors :

1 Pouru=20 :
s _ 2C o Cs(f 2 )
Ma,(](f) - Hngga C(Qk _ 1) £—>0 Cs(z — 1)
2 Pour u #0 :
s - C;(f7u_ 1)
Ma,u(f) - C[;(U— 1)

Pour nos applications, nous devons nous restreindre a des P-parties de groupes de type
S, ou P C P est un ensemble de nombres premiers. Ainsi, on note f o P la fonction
G — f(Gp) avec Gp désignant la P-partie de G et Np I'ensemble défini par :

Np ={neN, pjn=pe P}
On a:
Proposition IV.3.10 Soit P C P un ensemble de nombres premiers, on a :
wy(f o P n) = wi(f, nm)wg(n2)

ot n = ning et ny est la P-partie de n.
En particulier, il vient :

G(foP,z) = (Z ) HH )12z+2k+1

neNp pgP k=11 — <—

Nous donnons maintenant des exemples de moyennes. Pour des raisons de simplicité, nous
prenons a = 00.
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Exemple 1. Soit @ € R et u > «. La u-moyenne de |G| est :

C(2u— 20+ 1)¢(2u — 2a + 3) - - -
C(2u+1)C(2u+3)---

En particulier, si u > 2, la u-moyenne de |G| est : ((2u — 1).

Exemple 2. Soit L un P-groupe de type S avec |L| = (. La u-probabilité pour que
la P-partie d’'un groupe de type S soit isomorphe a L est :

e L (1~ )

pEP k=1

Exemple 3. Supposons que l'on ait p|n = p € P. La u-probabilité pour que la P-partie
dun groupe de type S soit de cardinal n est :

pGPk 1

Exemple 4. La u-probabilité pour que G, # {0} est :

[e.o]

1 — H (1 _ (1/p)2u+2k—1)

k=1

Exemple 5.
La u-probabilité pour que la P-partie d'un groupe de type S soit isomorphe au carré d’'un
groupe cyclique est :

H 1—1/p*+1/p**3 ﬁ (1= (1/p)2+2h-1)

_ 2
peEP (1 l/p ) k=2

En particulier si P = P la probabilité est :

[T =1/ +1/p™)

peP

¢(2)
C2u+3)C2u+5)C(2u+7)---

Tous ces exemples proviennent directement des propositions IV.3.9 et 1V.3.10, le dernier
nécessitant un petit calcul.

On pose f(G) = 1 si, G est de la forme Z/nZ x Z/nZ, et f(G) = 0 sinon. On a par la
proposition IV.3.10 :

C(foP,z) = (Z ) HH l/p 2242k+1

neNp pgP k=1
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Le terme entre parentheses donne :

1 11
Z n? Z HGw(G) = Z n2z n3 (1- 1/p2)
G#(n2) ol
) . 1
= [];7[) (1 + ; p2yzp3V(1 _ 1/]92))
1 1 1
= pl;[) <1 + 1—1/p?p2+31 — (1/p)2z+3)

1-1 2+1 2245
_ H( /P’ +1/p

op (1 =1/p?)(1 = 1/p*+3)

L’égalité (1) s’obtient par multiplicativité de la fonction. Pour conclure, on utilise la
proposition 1V.3.9 en faisant z = u — 1 (ou z — —1).

IV.3.3 Moyennes sur les p-rangs

Nous obtenons ici des renseignements sur le p-rang des groupes de type S. Pour sim-
plifier les calculs nous avons toujours pris a = +o0o mais des résultats analogues peuvent
étre obtenus avec a fini. La premiere proposition est la suivante :

Proposition I1V.3.11 Soit a et r deux entiers positifs avec r < . On a :

NN ¢/ POTC ) PR
2 W@ = g T et

Preuve : On utilise exactement la méme idée que pour la proposition 1V.3.3, avec la
formule suivante, démontrée dans [Cohen-Lenstra) :

w = w(p® (1/p)a—1(1/p)a 24y
G(pﬂ)gpz(c;)r &= )(1/p)r—1(1/p)r(1/p)a_rp :

G*(p**), rp(G)=2r

Corollaire IV.3.12 Soit n € Z avec p®||n alors :

w' — w®(n? (1/192)0471(1/192)01 —9r24 9
2 WO =t T et

G#(n2), rp(G)=2r
Preuve : On écrit n = p®ny et on a :
>, w(@ = Y wH) Y w(G)
G#5(n?), rp(G)=2r Hs(n2) G(p2@), rp(G)=2r

= w'ny) Y, w(G)

G (p2), rp (G)=2r
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Puis on utilise la proposition IV.3.11. a

Finalement, nous pouvons montrer :

Proposition IV.3.13 Soit r un entier positif, on a :

—r(2r4+2z+1) _T 1

Z w(G) _b
z 2 _ 2242j+1

ot la somme porte sur tous les p-groupes (G, 3) de type S avec r,(G) = 2r.

Preuve : On écrit :

w*(G =1
Z ﬁ - Zp?@tz Z wS(G)

Go(p2r) a=0 P Ge) ry(cy=2r
— i . w® (pP)p~ 2 (1/P")a-1(1/P*)a
e (1/p?)r-1(1/P*)(1/P?)a-r

o p i 1 (1/p%a-1(1/p)a
(1/p?)r &= pPo==2rt3e (1/p?)a(1/p?)r—1(1/P?)ar

—2r2 2
_p S 1 (1/p*)p+r—1

(1/p2)r = pﬁ(22+3)+7‘(2z+1) (1/p2>ﬁ(1/p2)r—1

p—r(27“+22+1) o0 1 (1/p2),6+r—1
(/p2)r £ pPPE2 (1/p)s(1/p)ra

L’égalité (1) provient de la proposition IV.3.1. Pour conclure, on utilise la proposition
IV.3.3 avec a =r — 1. ad

Nous obtenons alors facilement :

Exemple 6. La u-probabilité pour que le p-rang d’un groupe de type S soit 2r est :

p—r(2u+2r—1) o0

a1

k=r+1

_ 1/p2u+2k’—1)

C’est immédiat avec la proposition précédente et les résultats sur la moyenne de la section
précédente.

Enfin, nous avons le résultat suivant qui s’obtient avec les mémes techniques que la pro-
position IV.3.11 avec la formule 6.4 de [Cohen-Lenstra] :
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Proposition 1V.3.14 Soit a < (3 deux entiers naturels, on a :
) S$(m20—2c
Z ws(G) H (prp(G) _p21) _ w (p . )
G (p28) 0<i<a p
On déduit de cette proposition le corollaire suivant :
Corollaire IV.3.15 Soit n un entier positif avec p®|n, on a :
) WS TL2 20
Z ws(G) H (prp(G) _sz) _ ( O{p )
G (n?) 0<i<a p

Ce corollaire permet d’obtenir :

Exemple 7. La 0-moyenne de la fonction p™»(©) est 1 + p.

IV.4 L’assertion fondamentale

En utilisant ’analogie entre les unités des corps de nombres et les points rationnels
des courbes elliptiques, on peut maintenant donner une heuristique a la “Cohen-Lenstra”
sur les groupes de Tate-Shafarevitch des courbes elliptiques définies sur Q, et déduire de
cette heuristique et des résultats sur les groupes de type S, quelques conjectures sur les
fréquences d’apparitions de certains groupes de Tate-Shafarevitch. Soit donc &, I’ensemble
des classes d’isomorphismes des courbes elliptiques E de rang u définies sur Q, que l'on
suppose ordonné par le conducteur N(F). Si f est une fonction définie sur les classes
d’isomorphisme des groupes de type S, on pose :

wfir)= > fILE) ,  wfr)= Y 1.
E€&,,N(E)<z E€&y, N(E)<z

On définit une moyenne sur f en posant :

M(f) = lm 2ethD)

z—too Wy ()

L’assertion heuristique fondamentale est la suivante :

Mu(f) = Myps(f) -

Remarque : Dans le cas du groupe des classes d’un corps de nombres, la 2-partie joue
un role particulier. C’est pour cela que dans les conjectures originales de Cohen-Lenstra,
il est nécessaire d’enlever cette 2-partie. Dans notre situation, il semble que nous n’ayons
pas a appliquer de tels procédés.

Donnons quelques conséquences de cette assertion.
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IV.4.1 Cas du rang 0

La probabilité pour que III soit isomorphe au carré d’un groupe cyclique est :

¢(2)
(1—1/p* +1/p*) ~ 0.977076 .
11 RERCORGES
La probabilité pour que p € P divise |III]| est :
folp) =1 =TT (1= (1/m*™)
k=1
En particulier :
fo(2) =~ 0.580577 |,
fo(3) =~ 0.360995 ,
fo(5) ~ 0.206660 |,
Fo(T) =~ 0.145408 .

Le tableau suivant donne la probabilité pour que la p-partie de III soit isomorphe a un
groupe G :

o\G | (Z/pZ)? | (Z/pZ x Z/pZ)* | (Z/p°Z)*
2 | 0.387 0.0129 0.1935
3 | 0.1354 0.00056 0.045

La probabilité pour que r,(II) = 2r est :

p—r(2r—1) ﬁ (1 1/ 2k71)
12 — /P
(1/p)s k=r+1

IV.4.2 Cas du rang 1

La probabilité pour que III soit le carré d'un groupe cyclique est :

¢(2)
C(4)¢(6)C(8) --

[Ta-1/p"+1/p"

peP

~ 0.99437. .

La probabilité pour que p divise |III] est :

oo

Alp)y=1-1] (- (1/p)™)

k=1
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En particulier :

f(2) ~ 0311462
A(3) ~ 0.123439 |
A(B) ~ 0.041599 |
A7) ~ 0.020824 .

Soit L un groupe de type S, la probabilité pour que III soit isomorphe a L est :

VIZI 1
| Aut®(L)] €(2)¢(4)¢(6) - --

En particulier |III| = 1 avec une probabilité d’environ 0.54914.

Une preuve de cette assertion heuristique ou de ses conséquences est bien stur hors de
portée. De plus, il est difficile de vérifier numériquement les valeurs prédites ici, car
les groupes de Tate-Shafarevitch non-triviaux apparaissent plutoét pour des conducteurs
élevés. Cependant, nous pouvons faire quelques remarques allant dans le sens de nos
prédictions.

Tout d’abord, les résultats que nous donnons sont de natures différentes selon la parité du
rang (dans le sens ot ils impliquent des valeurs de la fonction zéta de Riemann aux entiers
impairs ou pairs). Ceci semble naturel car les courbes elliptiques, elles aussi, sont classées
en deux catégories selon le signe de ’équation fonctionnelle et donc selon la parité de leur
rang, si ’on croit aux conjectures de Birch et Swinnerton-Dyer. Une conséquence de notre
assertion est que le p-rang d'un groupe de Tate-Shafarevitch non trivial est souvent 2.
Tous les groupes de Tate-Shafarevitch non triviaux des courbes elliptiques des tables de
Cremona ont un p-rang égal a 2 ([Cremona-Mazur]).

On ne peut pas envisager de vérifier notre assertion en étudiant seulement des familles
de courbes elliptiques car le comportement d’une famille spécifique peut étre totalement
différent du comportement global. Il peut néanmoins subsister des traces de quelques
phénomenes. En particulier, notre assertion implique que pour un groupe de type S donné,
la fréquence d’apparition des groupes de Tate-Shafarevitch isomorphes a ce groupe est
nulle dans le cas des courbes de rang 0 et est strictement positive pour les courbes de
rang > 1.

En étudiant la famille de courbes elliptiques 2® 4+ ¥ = m dans le cas du rang 0, Zagier et
Kramarz (cf. [Zagier-Kramarz]) suggerent que la fréquence d’apparitions des groupes de
Tate-Shafarevitch isomorphes a un groupe fixé pourrait étre nulle.

Dans le cas du rang 1, on calcule dans [Delaunay-Duquesne| l'ordre “analytique” des
groupes de Tate-Shafarevitch d’'un nombre important de courbes elliptiques associées aux
“simplest cubic fields”. Pour les premiers carrés n? (n = 1,2,3,5), il semble y avoir une
densité positive des groupes de Tate-Shafarevich d’ordres n?. Cette densité ne correspond
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pas aux valeurs prédites ici, mais encore une fois, il ne s’agit la que d’une famille de
courbes elliptiques.
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Chapitre V

Vérification numérique des
conjectures de Deligne

Lorsque nous avons calculé le degré modulaire d’une courbe elliptique E, nous avons
utilisé, dans la partie I1.3, le carré symétrique de la série L de la forme modulaire associée
a FE. Ceci s’'inscrit, en fait, dans un cadre plus général, ou I'on définit des puissances
symétriques de tout ordre d’une série L provenant d’une forme modulaire. On conjecture
que ces nouvelles séries L se prolongent a tout le plan complexe en des fonctions entieres et
qu’elles vérifient des équations fonctionnelles classiques. Une conjecture, principalement
die a Deligne, affirme que les valeurs de ces puissances symétriques aux “points critiques”
ne dépendent, a un nombre rationnel pres, que de deux nombres, ¢, et c_, naturellement
attachés a la forme f initialement considérée. Dans ce chapitre, on se propose de vérifier
numériquement ces conjectures sur un certain nombre d’exemples.

V.1 Séries L et puissances symétriques

V.1.1 Définition et propriétés

Bien que I'on puisse définir la notion de puissances symétriques dans le vaste contexte
des représentations cuspidales de dimension 2, nous ne considérerons ici que le cadre
provenant des formes modulaires classiques. Soit f une newform normalisée de poids k
sur ['g(V) et de caractere trivial. On remarque que k est pair. On écrit le développement
de Fourier de f a l'infini :

n>1

Nous supposons en outre que a(n) € Z pour tout n. La série L de f est donnée par :

L) =3 W s > % |
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et se décompose en un produit de facteurs Eulériens :
L(f,s) = [l
p
s 1 _ge\ -1 a1
= [[@=app+pp7>) [] Q- alpp™)

pIN p|N
= T -ap™) " (1-8mp=)" .
| a(p) +6(p) = alp)
la(p)] = p*V2 sipiN
B(p) = 0 sip| N .

On peut alors définir la puissance symétrique m-ieme de L(f, s) en posant :

L(Sym™(f),s) = [ [ Lo(Sym™(£).p™)" . (V.1)
ou pour tout p premier ne divisant pas N on a :
Lp(Sym™(f), X) = [ [(1 = a(p)'B(p)™ ' X) . (V.2)
i=0

Les bornes |a(p)| = p*~Y/2 entrainent que la série de Dirichlet (V.1) converge pour

Re(s) > 1+mEL. En particulier, pour tout s appartenant & ce demi-plan de convergence,
on a :

L(Sym™(f),s) #0 .

Ces fonctions L jouent un role important en théorie des nombres et proviennent en fait
d’objets arithmétiques naturels ([Deligne], [Shahidi 1]). On s’attend a ce qu’elles satis-
fassent certaines propriétés, notamment on espere pouvoir les prolonger et qu’elles vérifient
une équation fonctionnelle. On peut méme donner la forme de I’équation fonctionnelle (cf.
[Serre 2]). Pour cela, posons :

r—1

Ymls) = @m) " []T(s —j(k - 1)) sim=2r—1 .

j=0

Tm(s) = (%)’%WEP(S —j(k—1)T (g - {%—_UD sim=2r .

On fait la conjecture suivante :
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Conjecture V.1.1 I existe un entier B € N et pour tout p|N, il existe un facteur local
L,(Sym™(f), X) tels que la série L(Sym™(f),s) se prolonge méromorphiquement a tout
le plan complexe et vérifie I’équation fonctionnelle :

A(Sym™(f),5) = & A(Sym™ (f), (k — )m +1—s) |

o
sm

ASym™(f),s) = B2 ym(s) L(Sym™(f), s) .

Dans la suite, nous noterons 7,,(s) la fonction B*™/25,,(s). Le développement en produit
de facteurs Eulériens de L(Sym™(f), s) permet d’obtenir les coefficients de cette série de

Dirichlet, on écrit :
m b(n
L(Sym™(f).s) = %

n>1

Remarques : 1) Comme nous I’avons mentionné plus haut, on peut définir des puissances
symétriques de séries L dans un contexte beaucoup plus général. On peut trouver dans
la littérature de nombreuses conjectures reliées a ces fonctions incluant celle que nous
venons de donner ([Shahidi 1], [Shahidi 2]).

3) Pour m = 1, on a simplement L(Sym'(f),s) = L(f,s) et B = N. L’équation fonction-
nelle est alors un fait classique sur ces séries de Dirichlet.

4) Pour m = 2, il s’agit du carré symétrique et la conjecture V.1.1 a été établie dans un
cadre tres général ([Ogg], [Shahidi 2]). Dans la partie 11.3, nous avons utilisé les propriétés
de ce carré symétrique dans le cas des formes de poids 2.

5) D’autres résultats importants sont connus pour les premieres puissances symétriques
d’ordres supérieures (cf. [Shahidi 2]).

Afin de pouvoir évaluer la fonction L(Sym™(f),s), nous allons utiliser cette équation
fonctionnelle. Nous admettons donc dans toute la suite, la validité de la conjecture V.1.1,
sans chercher a différencier les résultats établis de ceux qui ne le sont pas encore.

V.1.2 Conjectures de Deligne

Soit L(s) =Y, ¢(n)n~* une série L motivique (i.e. provenant d'un objet mathématique
“naturel” comme un corps de nombres, une forme modulaire, etc...) et satisfaisant une
équation fonctionnelle de type classique :

7(s) Ls) = 1(K = s) L(K =) ,

ou la fonction y(s) est un produit de facteurs gammas. Deligne ([Deligne]) définit un point
critique pour L(s) comme étant un entier ¢ € Z tel que ni la fonction ~y(s) ni la fonction
~v(K — s) n’ont de pdle en s = q.
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Exemple : Prenons pour L(s) la série L(f,s) de la forme modulaire de poids k que
nous avons fixée dans la partie précédente. Les points critiques de L( f, s) sont les entiers :

g=1,2,--- k-1 .
Les points critiques de L(Sym?(f), s) sont les entiers :

¢ = 1,3, k-1
et qg = kk+2,---.2(k—-1) .

Plus généralement, grace a la conjecture V.1.1, on peut voir que les points critiques de
L(Sym™(f), s) sont les entiers ¢ tels que :
— Sim = 2r — 1 est impair :

(r—Dk-1)+1<qg<r(k—1) .
— Sim = 2r est pair :

r(k—1)+1 <q <(r+1)(k—1) etqestpair
(r—1)(k—1)+1 <q <rk-1) et ¢ est impair .

La philosophie générale de Deligne dans [Deligne] prédit alors que la valeur de la fonction
L(s) en un point critique ¢ est de la forme ac(q) ou a est un nombre algébrique et c(q)
une “période” (la valeur d’une certaine intégrale). C’est exactement ce qui se produit,
par exemple, pour la fonction ¢ de Riemann; les points critiques sont les entiers pairs
positifs et les entiers impairs négatifs. Il est bien connu que ((¢q) est rationnel pour ¢ < 0
impair et que ((q) est un multiple rationnel de w7 pour ¢ > 0 pair. Dans le cadre qui
nous intéresse, la théorie de Deligne permet de définir deux nombres ¢, et c_ attachés
a la forme modulaire f (en fait, ces deux nombres sont seulement définis & un rationnel
pres) et de conjecturer que la valeur de L(Sym™(f), s) en un point critique s’exprime a
I’aide d’un nombre rationnel et de puissances convenables de ¢, c¢_ et 7. Dans la suite,
on écrira = (x) pour signifier “égal a un rationnel pres”. La conjecture précise de Deligne
([Deligne]) est :

Conjecture V.1.2 Siq est un point critique de L(Sym™(f), s) alors :
- Sim=2r—1 est impair :
r(r2+1) r(r—1)

(2m)ra- Wz_l)(k_l)ar c_? si q est pair

L(Sym™(f),q) = (x)
rq—"0=1 (k—1) —*“2‘1) —T(T;U . . .
(2m)r9 2 c,? ¢ si q est impair .

- Sim = 2r est pair :

(27)(r+1a= s (k_l)(c+c_)T<T2+l) si q est pair

L(Sym™(f), q) = (%)

@m)re TR (e e VSR si g est impair .
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Pour m = 1, la conjecture de Deligne est un résultat connu que ’on obtient en étudiant
les périodes de f i.e. les intégrales d’Eichler :

400

ri(f) =i (7)r'dr pour [ =0,1,---k—2 .

0
Il n’est pas difficile d’écrire r;(f) en fonction de L(f,l + 1). Les travaux d’Eichler de
Shimura et de Manin montrent alors que 'on peut trouver deux nombres ¢, et c_ tels
que :

L(f,q) =(x) (2m)?cy si ¢ est pair
L(f,q) =(x) (2m)7c_ si ¢ est impair

De plus, le produit c;c_ est, a un rationnel pres, le carré de la norme de f au sens de
Petersson.
Pour m = 2, la méthode de Rankin permet d’obtenir :

N
IFI* = WF(@L(S}’HPU);@ )

si N est sans facteur carré (sinon ’égalité précédente a lieu a un rationnel pres, ce qui
ne modifie en rien le raisonnement puisque tout se passe “a un rationnel pres”). Comme
cic_ = (%)||f]|*, on obtient :

L(Sym?(f), k) = (x)(2m) epe .

Ce qui est exactement l'expression de la conjecture V.1.2 pour m = 2 et ¢ = k. Cela
montre que L(Sym?(f),k) # 0. C’est un cas particulier d’une conjecture générale qui
prédit que L(Sym™(f),s) # 0 sur la droite Re(s) = 1 4+ m*2,

V.2 Vérification Numérique des conjectures de De-
ligne

V.2.1 Détermination de la série L

Pour vérifier les conjectures de Deligne, nous devons évaluer la fonction A(Sym™(f), s)
aux points critiques. Comme cette fonction vérifie une équation fonctionnelle classique,
nous pouvons appliquer, comme dans la partie I1.3, la méthode décrite dans [Cohen 2].
En suivant ce procédé, on a :

A(Sym™(f),s) :Z¥ (s,nto)—i—wZ%F(K—s,%) ) (V.3)

ou :
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to est un nombre réel strictement positif (la meilleur valeur de ¢, pour les calculs est
donnée par ty = 1).

w = *1 est le signe de I’équation fonctionnelle.

K = (k—1)m+ 1 est le point de symétrie de I’équation fonctionnelle.

F(s,x) est définie par :

1
F(s,2) = vm(s —/ —/ oy (2)dz t 7 dt
o) =) = [ [ )

La formule (V.3) est une série rapidement convergente, pratique pour évaluer la fonction
A(Sym™(f),s) en s € C. Pour calculer F'(s,z), on déplace, dans l'intégrale :

1
W) = — / 2 (2)dz
i Re(z)=4d
la droite d’intégration vers la gauche pour faire apparaitre les contributions des résidus
de la fonctions t~*7,,(z). En effet, on peut voir que :

W(t) = res.—q(t*ym(z)) -

Posons m = 2r —1+¢ (¢ = 0 ou 1 suivant que I’on prend une puissance impaire ou paire).
Pour obtenir les résidus de la fonction ¢=%7,,(z), on écrit :

r—1 (r—1)(k-1)

[[rG-itk-1) = e ] L

j=0 i=1 m ’

V4
F(%_€> - 2€F<§>Hz—12i ’

1=

dans Iexpression définissant 7,,(z). Puis, on utilise 1’égalité :

—1)"
log(I'(1 + X)) = Z (=) ¢(n)X™ (ou par convention, ((1) =~ =0.5772---) ,
n
n>1
pour déterminer le développement en série de Laurent de la fonction I'(2)"T'(2/2)°. On

obtient alors le développement de la fonction 7,,(z) puis les résidus de ¢~ *7,,(z). On en
déduit enfin une valeur numérique pour F (s, z) par la formule :

F(s,x) = vym(s) — Z /02 €8tV (2))t° Hdt .

Cette méthode est rapide pour calculer F(s, z); cependant il faut se méfier des problemes
numériques qui peuvent se produire lorsque x devient grand.

Pour calculer A(Sym™(f), s), il nous faut au préalable trouver les bons facteurs locaux,
L,(Sym™(f), X) pour p | N, le nombre B de la conjecture V.1.1 et le signe de w I’équation
fonctionnelle. Un moyen systématique pour faire ceci, pourrait étre de considérer :
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— Tous les facteurs Eulériens L,(Sym™(f), X) pour p | N possibles (ils doivent étre

des polynomes de degrés < m + 1 a coefficients entiers).

— Tous les diviseurs B de .

— Tous les w possibles pour le signe de I’équation fonctionnelle (i.e. w =1 ouw = —1).
On se fixe alors un choix de L(Sym™(f), s), de B et de w. Ensuite, on évalue, en utilisant
la série (V.3), la fonction A(Sym™(f), s) en un point du plan complexe et en prenant deux
valeurs distinctes pour tg. Si les calculs obtenus pour A(Sym™(f), s) sont différents (a la
précision des calculs) alors le choix que nous avons fait est sirement mauvais. On recom-
mence le procédé en faisant un autre choix (d’apres [Serre] il n’y a qu'un nombre fini de
facteurs Eulériens possibles). On voit ainsi comment ’on peut obtenir toutes les constantes
de I’équation fonctionnelle. Bien stir, toutes ces valeurs ainsi obtenues sont conjecturales,
mais de toute fagon le prolongement et 1’équation fonctionnelle de L(Sym™(f), s) le sont
déja...

En principe, le cas de N sans facteur carré devrait étre plus simple a traiter. Par exemple,
pour le carré symétrique et N sans facteur carré, on peut montrer ([Ogg]) que tous les fac-
teurs Eulériens sont donnés par la formule (V.2) (méme les facteurs locaux aux nombres
premiers divisant N), que B = N, et que le signe de I’équation fonctionnelle est toujours
positif.
C’est essentiellement pour cette raison que nous n’avons considéré dans nos exemples que
des conducteurs sans facteurs carrés. Les calculs que nous avons faits nous conduisent a
constater, dans ce cas, que les faits suivants semblent se produire de fagon systématique
(du moins pour les premieres puissances que nous avons traitées) :
— Le nombre B intervenant dans I’équation fonctionnelle de la conjecture V.1.1 est
égal a N.
— Pour tout p premier, le facteur local L,(Sym™(f), X) est donné par la formule V.2.
— Le signe w de I’équation fonctionnelle ne dépend que de m et du signe de ’équation
fonctionnelle de L(f, s). En particulier, w = 1 lorsque m est pair.
Nous ne chercherons pas a montrer ces faits. Nous vérifions simplement qu’ils sont bien
conformes aux résultats numériques obtenus. Une vérification supplémentaire est faite en
constatant que I’on obtient bien un nombre qui semble étre rationnel dans les conjectures
de Deligne.

V.2.2 Normalisation de c, et c_

Pour vérifier les conjectures de Deligne, il faut définir les périodes c, et c_. Comme
tout se passe “a un rationnel pres”, le choix que nous allons faire sera de toute fagon plus
ou moins arbitraire. Cependant, un “mauvais” choix risque de rendre les calculs encore
plus compliqués. Il nous faut trouver une normalisation qui permette de vérifier la conjec-
ture V.1.2 le plus facilement possible.

Prenons 'exemple de la forme modulaire de poids 4 sur I'g(5) ayant des coefficients a(n)



106 VERIFICATION NUMERIQUE DES CONJECTURES DE DELIGNE

entiers :
7)=q—4¢° +2¢° + 8¢" = 5¢" + - -

2m)% et c_ = L(f, 3)/(2m)3, alors certes,

f
Si on prend ¢, = L(f,2)/

L(Sym®*(f), 4)
(2m)°(cre-)

L 2 L
LBym(1),6) ) 0026666666666666666 ~ —— |
(2m)(csc-) 57

sont faciles a reconnaitre en tant que nombres rationnels, mais il est plus difficile d’en
faire autant pour :

(
(

1
~ 4.3333333333333333333 = 33 5

6
LSYM (£, 10) - 4049888004.56504160207864 ~ 2+ 13262080000 7
(2m)2(cpc_)® 5103

6
LY (£):12) - 5663.01504974807882834300 ~ 201745614848
(2m)30(cyc_)® 2046515625

Il faut donc faire attention aux choix des périodes ¢, et c¢_ mais aussi a la normalisation
de la série L(Sym™(f), s). En effet, on remarque qu’en utilisant directement les valeurs
de L(Sym™(f), q) pour vérifier la conjecture V.1.2, il apparait de gros dénominateurs qui
proviennent des facteurs gammas lorsqu’on a divisé A(Sym™(f), q) par v,,(¢g). On préfere
donc travailler sur la fonction complétée elle-méme et reformuler pour cela la conjecture de
Deligne. On pose r = [m/2]. Si ¢ est un point critique pour L(Sym™(f), s), la conjecture
V.1.2 est équivalente a :

cl pour m impair et (—1)7 = +1 .

AGSym™ (1), q) = ()(SE5) 7 B (ere )" (V) T pour m pair et (~1)7 =1

(C+c,
k=1

)T(Q\/7_r)q pour m pair et (—1)7 = —1.
(V.4)

C’est cette formule que nous vérifions en divisant la valeur de A(Sym™(f),q) par le
membre de droite de la formule (V.4) et en constatant que le nombre ainsi obtenu et
noté o(f,m,q) semble étre un rationnel convenable.

On normalisera toujours le choix de c; et c_ afin d’avoir :

A(Sym?(f), 2k — 2)
(2N)2k72

CiC_ =

Et pour c_, on prend :
1K<f7k _'1)
== TNGO2
s’il est non nul. S’il est nul, alors k£ = 2 et f est associée a une courbe elliptique E définie
sur Q; on prendra alors c_ = Q/(27), ou £ est la période réelle de E.
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Notons de plus, que 1’'équation fonctionnelle nous permet de ne vérifier la formule (V.4)
que pour la moitié des points critiques.

Lorsque o(f,m,q) possede un grand dénominateur et que la précision n’est pas assez
élevée, il est difficile de déterminer le nombre rationnel caché derriere. Le dénominateur
en question peut provenir du choix de notre normalisation pour ¢, et c¢_. Dans ce cas, pour
le simplifier, on divise o(f,m,q) par un des nombres o(f,1,q") avec ¢’ pair. En principe,
on obtient un nombre plus simple a reconnaitre.

V.2.3 Exemple

Prenons la forme modulaire f de poids 2 sur T'g(11) associée a la courbe elliptique
d’équation :
v 4y =2 —2*— 102 — 20 .

Les calculs donnent :

Q

Ct 0.052767699011444883083799947381425072667974
c- =~ 0.040400186918863279214419198537327720301074

Les valeurs obtenues pour o(f, m,q) semblent toutes correspondre a des nombres ration-
nels donnés dans le tableau suivant :

Puissance 1 : Puissance 2 : Puissance 3 :

e signe : 1 e signe : 1 e signe : 1

eo(f,1,1)=1 eo0(f,2,2)=1 e 0(f,3,2) =2t x5t x11?
Puissance 4 : Puissance 5 : Puissance 6 :

e signe : 1 e signe : -1 e signe : 1
Pas de valeur critique e o(f,5,3)=0 o 0(f,6,4)=25x3x5"
Puissance 7 : Puissance 8 : Puissance 9 : (*)

e signe : —1 e signe : 1 e signe : 1

e o(f,7,4)=0 Pas de valeur critique e o(f,9,5) L 918 « 32 x 521

Insistons sur le fait que ces égalités sont seulement numériques et ne sont pas démontrées
(malgré le symbole “="). Nous avons fait les calculs en utilisant les 10° premiers coef-
ficients de Fourier de f et les valeurs que nous obtenons sont suffisamment précises pour
se convaincre des résultats (avec toute la réserve qu’il faut y donner). Cependant, pour
m =9, on trouve :

o(f,9,5) = 1124.999999999991227663421435 - - - x 10" |

et nous en avons déduit la valeur 1125 x 10'® du tableau. Ceci manque clairement de

L . ?
précision d’ou le symbole =.
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V.2.4 “Grandes” puissances symétriques

Pour vérifier numériquement la conjecture de Deligne pour les “grandes” puissances
symétriques (disons m > 5, 6), il faut connaitre beaucoup de termes dans le développement
de Fourier de la forme modulaire f. Malheureusement, les calculs de ces coefficients
prennent trop de temps. Lorsque f provient d'une courbe elliptique définie sur Q, les
algorithmes classiques pour déterminer le nombre de points sur E(F,), pour p premier,
sont rapides et nous permettent d’obtenir un nombre important de coefficients de f. C’est
pour cela que nous avons pu aller assez loin dans I'exemple précédent.

Lorsque k > 4, il arrive, quelquefois, que la forme modulaire f s’exprime simplement a
I’aide de la fonction 1 de Dedekind et de ses puissances :

n(r) =g -q") .

n>1

Les coefficients de n et n? sont faciles & obtenir grace a l'identité triple de Jacobi. Nous
avons :

Proposition V.2.1

77(7-) _ q1/24 (1+Z(_1)n(qn(3n—1)/2+qn(3n+1)/2)) :

n>1

(r) = ¢/*) (=1)"(2n+ 1)g" I

n=0

1 Poids 4

Prenons f = q — 4¢> + 2¢® + 8¢* + --- la forme modulaire de poids 4 sur ['y(5) a
coefficients entiers. On a :

f(r) =n(r)'n(57)"

et les séries lacunaires de la proposition V.2.1 nous permettent de calculer un nombre
important de coefficients pour f. On peut donc évaluer numériquement les fonctions
A(Sym™(f), s) et donner les résultats obtenus (avec 3 x 10° coefficients).

Puissance : 1 Puissance : 2 Puissance : 3

e signe :+1 e signe :+1 e signe : —1

a(f,1,2) = 21.52 a(f,2,4) =272.52.131 a(f,3,5)=0

o(f,1,3) =1 o(f,2,6)=1 o(f,3,6) =2°.57.13"

Puissance : 4 Puissance : 5 Puissance : 6

e signe :+1 ® signe :—1 e signe :+1

o(f,4,8) =21.5%.134 o(f,5,8) =0 o(f,6,10) = 27.31 518,136
a(f,5,9) = 25.31.59.136 a(f,6,12) = 219.32.510,136 1103!

Puissance : 7 Puissance : 8

e signe :+1 e signe :+1

a(f,7,11) = 213.31 520 71 1310 a(f,8,14) 2 913 31 525 1310 3131 620391

a(f,7,12) = 218.31 527136158171
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Pour la puissance 8-ieme, on obtient seulement

o(f,8,14)/o(f,1,2)" ~ 200772354857377105724999.999340238 - - - |

la valeur donnée dans le tableau est donc a prendre avec beaucoup de précautions!! Pour
les “grandes” puissances, nous avons souvent utilisé ce procédé approximatif. A partir de

. . - a7
maintenant, nous omettrons de le signaler et n’écrirons plus ce symbole =.

2 Poids 6

Prenons f = ¢ —6¢*>+9¢> + - - - la forme modulaire de poids 6 sur I'y(3) & coefficients

entiers. Dans ce cas, on a :

f(r) =n(7)"n(37)°

Puissance : 1

Puissance : 2

Puissance : 3

o(f,4,14) = 27231371133 231

e signe : +1 e signe : +1 e signe : +1

o(f,1,3) =2"1.371.13! a(f,2,6) =273.35.131 o(f,3,8) = 2°.319.13!
o(f,1,4) =35 a(f,2,8) =275.3%.131 a(f,3,9) =37.133
o(f,1,5) =1 o(f,2,10) =1 o(f,3,10) = 26,317 131
Puissance : 4 Puissance : 5 Puissance : 6

e signe : +1 ® signe : —1 e signe : +1

o(f,4,12) = 318,133 a(f,5,13) =0 o(f,6,16) = 21.346.72.136

o(f,5,14) = 213,341 133
a(f,5,15) = 24.321 51,135 531

a(f,6,18) = 22.338 51.137.773!
a(f,6,20) = 23.333.136.9471.21863!

Puissance : 7

e signe : —1

o(f,7,18) =0

o(f,7,19) = 29.351 51.1310.191 231
a(f,7,20) = 220.359 51.136.110069*

Puissance : 8

e signe : +1

o(f,8,22) = 28.377.51.1310.604697"

o(f,8,24) = 27.364 51 71,1310,
12163871.27737211

(Résultats obtenus avec 3 x 10° coefficients de f).

3 Poids 8

Prenons f = q—8¢?+12¢>+ - - - la forme modulaire de poids 8 sur I'¢(2) & coefficients

entiers. Dans ce cas, on a :

f(r) =n(r)*n(27)®

Puissance : 1

e signe : +1

o(f,1,4) =213372
o(f,1,5) =3"1.5= 117!
o(f,1,6) = 214373

Puissance : 2

e signe : +1

o(f,2,8) =28.372.171
o(f,2,10) =26.372 5-1 171
o(f,2,12) =24.374.17!

Puissance : 3

e signe : —1

o(f,3,11) =0
o(f,3,12) = 216,32 171
o(f,3,13) = 215372173

o(f,4,16) = 236.373 51,173
o(f,4,18) = 232,374 51 174
o(f,4,20) = 228374 571,173 97811

o(f,5,18) =0

o(f,5,19) = 23371 176

o(f,5,20) = 291,373 52 71 173
o(f,5,21) = 246,372 51 71 1763311

o(f,1,7) =1 o(f,2,14) =1 o(f,3,14) = 242,373 51 17!
Puissance : 4 Puissance : 5 Puissance : 6
e signe : +1 e signe : —1 e signe : +1

o(f,6,22) = 287.373 52,176 23!

o(f,6,24) = 28137251 177 3791

o(f,6,26) =273.374.52.131.176.29' 130643
o(f,6,28) = 267.373.52.176 53948084623

Puissance : 7

e signe : +1

o(f,7,25) = 2107 371 52 71 1710
o(f,7,26) = 2159 374 55 177 41!

o(f,7,27) = 2102373 52 71 1710 591 731 269!
o(f,7,28) = 2152 374 5% 71 176 1571 258119!

Puissance : 8
e signe : +1

o(f,8,30) = 2151 371 55 1710 431 228611
o(f,8,32) = 2139 375 53 71 1710 144562028920291"
o(f,8,34) = 2132372 5% 71 1710 884011'.99566748443"
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Annexe A

Calcul des séries L : méthode
alternative

Comme nous 'avons vu dans cette these, il est utile de pouvoir évaluer des séries de
Dirichlet provenant d’objets arithmétiques ou géométriques (cf. section I1.3 et chapitre
V). Ces séries satisfont souvent une équation fonctionnelle de type classique et la méthode
que nous avons employée se ramenait a calculer des fonctions du type :

§+zoo
= 2)dzt*"tdt
foo = [ g [ e

ou 7(z) est un produit de facteurs gammas. L’idée était alors de déplacer la droite
d’intégration vers la gauche pour obtenir une somme de résidus et d’intervertir les sym-
boles ) 4qidus €t fxoo. Ceci donne une méthode rapide et efficace mais, comme nous
I’avons expliqué, des problemes numériques importants peuvent survenir quand x de-
vient grand (du méme type que si on calcule e™® pour x grand en utilisant la série
Y (=1)"z"/n!). Un des remedes possibles peut étre d’augmenter la précision avec la-
quelle nous faisons les calculs.

Dans cette annexe, nous proposons une méthode alternative pour calculer les fonctions
f(s,2) (du moins une partie) en évitant tous ces problemes numériques. Cette méthode est
certes rapide et stable mais elle repose simplement sur une observation numérique et elle
n’est pas démontrée. On peut néanmoins trouver un procédé pour certifier au “coup par
coup” les résultats obtenus. Afin de ne pas alourdir I'exposé, nous allons juste expliquer
cette méthode dans le cas particulier ou :

00 6+zoo
— -7 n s—1
f(s,x) —/x 2”/5 dzt*"dt . (A1)

La méme méthode peut étre obtenue dans un cadre plus beaucoup général.
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A.1 Les fonctions K;

Fixons les valeurs de s, de n et de x > 0 et posons :

1 d+ioco
Ky(t) —/ [(2)"t*dz .
5

" 2ir ico
On définit les fonctions K; par récurrence :
Kj(t) = tK ,(t) pour j > 1 .

Les fonctions K; sont infiniment dérivables et sont a décroissance rapide. Afin d’éviter
toute confusion, précisons que nos fonctions K; ne sont pas les fonctions de Bessel et que
nous n’utiliserons pas ces dernieres ici.

Proposition A.1.1 Pour tout j >0 :

1\ d+ioco ]
K;(t) = (2;) /5_' L(2) "2t *dz . (A.2)
De plus on a :
(=1)"KG 4 (t) = Ko(t) - (A.3)

Preuve : La premiere égalité se démontre facilement par récurrence. Pour la seconde, on
écrit :

s

_1 n—1 d+ioco
Kot = S0 / ()"l ds
d—1i00

Et donc :

2T

—100

K’ (t) . (_1)n oo F( )n nt—z—ld
L) = i 2)"z z

on conclut en utilisant le fait que 2I'(2) = I'(2+1) et en faisant le changement de variables
z+1 ez O

Remarque : La méthode que nous proposons repose sur 1'équation différentielle (A.3),
satisfaite par K. Dans un cadre plus général, I’équation différentielle est du méme type
mais un peu plus technique a écrire.

Dans notre contexte particulier, on peut donner quelques proprié¢tés des fonctions K.
On définit les nombres A} par récurrence :

)\{ = 1 pour tout j > 1
Aj = 1 pour tout j > 1
/\f;rl = k)\i + )\i_l pour 2< k< .

Les premieres valeurs de ). sont données dans le tableau suivant :
k
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k
1
1 1
il1 3 1
1 7 6 1
1 15 25 10 1
1 31 90 65 15 1

Ces nombres nous permettent d’écrire K; en fonction de Kj. On montre en effet par

récurrence :

Proposition A.1.2 Pour tout j > 1 on a :

l
Kty =Y MNPEP (1)
k=1

En utilisant I’équation (A.3), on obtient :

Corollaire A.1.3 La fonction Kq satisfait a [’équation différentielle :
Do) = (<) Ko(t)
k=1

Pour calculer Kj(t), nous partons de :

(_1)[ d-+ioo
K(z) = 5 / D(2)"2't2dz .
T Js

—100

En ramenant le contour d’intégration vers la gauche, on a :

Ki(t) = (—1)") res.—_o(T(2)"2"t7)
a=0
On écrit :
n Aa
L(z)" = * 4 holomorphe en z = —a
—~ (z+a)t

Alors, en posant :

on obtient :

o) n—1 ;
. —1)7 )
K(t) = (-1)° E t ( , ) Ugj+1(Int))  pour I<n—1.
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Cette formule permet de calculer les fonctions Kj(t), lorsque ¢ devient grand, nous obte-
nons les mémes problemes numériques qu’avec la fonction f(s,z). On peut aussi utiliser
I'équation différentielle satisfaite par Ko (?).

En effet, supposons que nous avons calculé Ky, K, - -+, K,,_1 on en déduit alors facilement
Koy, K{, -+, Kén_l) par la formule :
Ko(t) 1 0 0 Ko(t)
Ky (t) 0t 0 - . 0 K (t)
Kty | =] o0t # 0 0 Kg(t)
Ko (t) 0 ¢t AH2 ... A2 gned K" V(@)
Connaissant Ky, K|, ---, Ké‘_l on calcule toutes les dérivées d’ordre supérieur de K

grace a I’équation différentielle satisfaite par K.
On obtient alors par la série de Taylor :

oo (n)
K, (t
Ko(t/) = E Oni‘()hn out' =t+nh
n=0 '

ainsi que les dérivées :

= ()h”out’:t+h

n=0

Enfin, en réitérant le procédé, on obtient les valeurs de K, (()j )(t +1lh)ouleN.

On peut bien str appliquer cette méthode directement a la fonction f(s,z). Mais ceci ne
supprime pas les problemes numériques. Néanmoins, remarquons que dans notre situation
le calcul de K;(t) ne fait intervenir qu’une seule variable.

A.2 Relations linéaires

Revenons au calcul de f(s,x) ou les nombres s et x sont toujours fixés. On pose

e
fj(a,b)—/o e

Ces définitions ont un sens pour a > 0 et b quelconque.

On effectue un changement de variables :

fola,b) = /OO (t— I)ailKo(t) &

o
Donc fo(1,1 —s) = f(s,x).

Nous allons obtenir des relations entre les fonctions f;(a,b).
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Proposition A.2.1 Poura >0, on a :
fila,b) = fila+1,0+1)+zf;(a,b+1) (A.4)
fila+1,0+1) = —afj—i(a,b) +0f;—i(a+1,04+1) pour j=>1 (A.5)
fola+1,04+1) = (=D)""taf, 1(a,b+ 1)+ (=1)"(b+1)fo1(a+1,b+2) (A.6)
-1 n+1
Hy) = Tk @)+ (b ) (A7)

b

Preuve : Pour 'équation (A.4), on écrit :

fj(a7 b) _ \/OOO ta_lKj(.CC + t)

(@ + 1)

a— |
0

= fila=1,b-1) —xzfj(a

K () (x4t —x)

(x 4+ t)?
1,b) pour a > 1 .

dt

Les trois autres s’obtiennent par une intégration par parties, en utilisant en plus I'égalité

(A.3) pour la formule (A.6).

Les relations (A.4), (A.5) et (A.6) permettent d’écrire le systeéme suivant :

) et (
a 0 -~ 0 O 0
0O a - 0 0 0
a 0 0
0 1 -
0 . 0 ( 1)ﬂ+1
ou l'on a posé :
fo(@,b)
fl(avb)
Vi =
fnfl(a:b)
fn71(a,b+1)

En d’autres termes, on a :

]P()(CL7 b)
fl(a, b)

fnflkav b)
fn_l(a, b -+ 1)

Vi:

et Vo =

a,b

b -1 0
0 b -1

b —1
0 1
1

fo(a+1,b+1)

fi(a+16+1)

fr—1(a+1,b+1)
fnfl(a+1yb+2)

fo(a+1,b+1)
f1<a+1,b+1)

fnfl((l -+ 1, b -+ 1)
faci(a+1,042)

(" 1)

Va

O
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ou la matrice M, est une matrice carrée d’ordre n + 1. Dans la relation (A.7), on pose
b=1—-seta=1:

(=)™ K (2)

f(s,z) = fo(1,b) = b (1+ (=1)"tba)

ou

~ fam(1,041)
B fO(lab)

Toujours avec b=1— s et a = 1, on écrit :

fo(a, b)
fl (av b)

V= et Mz = Mi,b—l—i .
fnfl<a7 b)
fn,l(a, b + 1)

Pour un vecteur W, désignons par sW le vecteur dont les composantes sont celles de W
ou 'on a remplacé a par a+ 1 et b par b+ 1.
La relation (A.8) nous donne :

V = MsV = M{Mys*V = - = M;My--- Mys™V pour tout N >0 .

Ecrivons Ay = HZJL M; et An(i,j) Pélément de Ay situé sur la i-eme ligne et la j-eme
colonne. Sur tous les exemples numériques que nous avons traités, il semble que la suite

An(i, g
(M) converge rapidement (et d’autant plus rapidement que z est grand) vers
N

An (¥, 7)
un nombre indépendant de j. Cela suggere que :

lim —= = —
N—oo An (7, j) V(i)

ou V(i) désigne la i-eme composante du vecteur V.
Toutes les expériences ont confirmé numériquement ce résultat. Supposons qu’il soit vrai.
Alors, en prenant i = n + 1 et ¢/ = 1 on peut facilement calculer

~ faaa(Lo4+1) L An(n+1)
T ALY = An(L 1)

Cette méthode de produit de matrices pour obtenir « est stable et ne pose pas de
probléemes numériques.

Si les considérations de convergence décrites plus haut sont exactes, nous avons décomposé
le calcul de la fonction f(s,z) en deux parties :
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— Le calcul de la fonction K, _1(x) qui est indépendant de s. Pour évaluer la série L
initiale nous pouvons éventuellement stocker les valeurs de K,,_1(x) dont nous avons
besoin.

— Le calcul du nombre o = «a(s, z) que 'on obtient par :

. An(ra+1)
a= lim /=~
N—oo AN(]_,]_)

la suite étant rapidement convergente.
Le procédé que nous venons de décrire peut étre vu comme une sorte de généralisation de

I'obtention de fractions continues comme celle que 'on obtient pour calculer la fonction
gamma incomplete (i.e. n = 1).
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Annexe B

Résultats numériques concernant la

courbe elliptique de conducteur
N=389

Soit E la courbe elliptique d’équation :
E 1y 4+y=2>+2">-2r ,
de conducteur N = 389. Le groupe F(Q) est de rang 2 engendré par :
G1=10,0] et Gy =1[1,0] .

Soit ¢ le revétement modulaire associé a E. Dans cette annexe, nous donnons les résultats
numériques que nous avons commentés dans la section I11.1.4. En particulier, on y trouve :
— La liste des points critiques ¢, cg, - - -, cg2 de .
— Le polynome P, € Q[X] :

P(X)= H(X —z(p(cx))) ou z(P) est I'abscisse de P € E(C) .

k=3

On commence le produit a k = 3 car p(c1) = ¢(c2) = 0.
— Les 40 antécédents du point 2G; = [3, 5].
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B.1 Liste des points critiques

Les termes ¢y, n’apparaissant pas dans cette liste sont donnés par cop, = —Cop_1.
3374+ +v—19 =337+ +v—-19
C = _— Co =
! 2 x 389 ? 2 x 389

cs = 0.0169298394643814501869216816 X i

¢y = 0.1518439730519631382000247052 X

cs = 0.540.008015879627931564443796916 x @

¢ = 0.540.080175046492899577113086416 x ¢

c; = 0.02489642044037443954525903258 4 0.00564865990070200826361858946 X i

co = 0.09820046073461433181656257427 + 0.02228035175219491948160801927 X i
ci1 = 0.06061017101313141993674166117 4 0.00354050671735277814655230651 x %
ci3 = 0.04226934265352015675890371453 + 0.00246913825025260410189481694 X @
ci5 = 0.3902442956238162807139357767 + 0.002766585552744354841892506947 X i
cir = 0.06248646799039751593557104390 + 0.01398547324695967367418811615 x ¢
cl9 = 0.03917747151074379725440242644 4 0.00876854617196849709886860871 X &
cg1 = 0.1072102112558578489914990843 + 0.003075419394055893630033828109 X &
co3 = 0.4494617329515394241059200688 + 0.003955565882962623894055876094 x ¢
cs = 0.1310574780941578098408512958 + 0.009647179140939464406216125381 X &
coyr = 0.3731249289111188740319602957 + 0.002986250451962655866460874275 X i
ca9 = 0.1594541823540566414249637115 + 0.031175552580630690931852010200 X
cs1 = 0.01552825557080691376902834316 + 0.00303599404472344618938174377 X i
c33 = 0.2137775071733359561773558040 + 0.003585737259079438417302207985 X i
cgs = 0.2152934316765863042634947839 + 0.003478547372159323507354332464 x @
cgr = 0.2520459956517099527461510460 + 0.004094276700968517931622511770 X &
c39 = 0.2656916163477357887787260636 + 0.031400760387431680563965445540 x ¢
e = 0.2618474714688031315021995690 + 0.004506195763459539891506137214 X &
cy3 = 0.3050500744052461788878773820 + 0.014860597525484795148768724090 X i
s = 0.3412474991645296669751522177 + 0.004158263143097656740792771359 X ¢
¢y = 0.3137865818042318362931053269 + 0.008113029813547437164048036268 X @
¢y = 0.3457986860680679812710046552 + 0.005173840687682593563086006370 X &
cs1 = 0.3252228061309324011397356272 + 0.002655200603430997372309123612 x ¢
cs3 = 0.3651417638963494533658217150 + 0.010413350688240294969764942280 X @
css = 0.4160618872793281095962056769 + 0.012435419466218010031473993780 X @
cs; = 0.4040026959791110241640876983 + 0.003098963567005679486007369526 X &
cs9 = 0.4656495916318387457888961271 + 0.002975791782683325886586763052 X @
ce1 = 0.1321583429394540711823667399 + 0.003437825764182021045848180770 X i
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B.2 Le polynéme P;(X)

Pi(X) = (272 x 7% x 11° x 19° x 67% x 3897) 2 x

(

+

o+ o+ +

I+ + |

+ o+

+

707889861317778831208944651568865754551406509688881152 X *°
834557663050046985257231767182269324529342906797949714432 X *
3630210902541588073207896151095674348223725236816682418176 X **
231702969335247899465247744750855234889798654015444560642048 X '
2562832168952967662524709734210291559562387478203656459780096 X *°
15539757045506884120685003997425258192139401519198659300818944 X *
60438809023812596963992992251718248308133928044569784810995712 X *
147826657724160190274344736760833306263665379508363886682177536 X 2
147674170608120424872899229735514055260897184355337662468456448 X 2
465556868451584729555860515820870799360477588728428049183408128 X **
2619635756145254579217912566690963637925215438729770461950836736 X *°
6378387308737247627929297024700040581244674641289800555697192960 X **
7732361158763272469864188395910725417770651257661257658967269376 X **
3835335951909622226444482139140598014860472741243084996059805696 X 7
39281958148909912311420150500170560058297986353149550575900556800 X 6
85158058874220847674717178430084581331900714270826571756706789584 X *°
73419358179723071338966963818931251847022784221378897196195724384 X '
86073016022338603184213207582385814244796939089128207814835775096 X '3
371701180032465398274114081329826396564273204825592723545895750269 X 2
430456544977714949946942505571878340174233616242960840631974205972 X !
179002967834429776896792021802224291312333632355491785978373783856 X *°
1056567453685647422341332769701325300277823747476086616740680242356 X°
1231789599443621660934200800885614024590448731863802188501607950980 X ®
1202240739072977863729357142278132161377123050517038004103607540544 X
3755647019936208048924144581996301616966358066228396383311126013042 X °
2372833922700041274006124915896789197910139971625188407237191632868 X °
4341998501919292050426385161117862860545406865920554845141809050576 X *
3788952346466036554444656776318150062322166011037475306076616841412 X*
1504384053237343874945890756689028618601606192743636857169653962356 X 2
2535336418085957202911384913038751322166191044322920183208833342952 X
763370576114992064188237143950491471375923741587724187809565278481)?
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B.3 Les antécédents du points 2G;
Les termes x9, n’apparaissant pas dans cette liste sont donnés par xo, = —Tor_1.

r1 = 0.50000000000000000000000000 + 0.05350159387790578867619146 x ¢
x9 = 0.50000000000000000000000000 + 0.12467049112580589496758601 X 1
x3 = 0.39540803714907501733509689 + 0.00303465155965499556342344 X 1
x5 = 0.08868044267107809258316586 + 0.00290371422872963715889882 X ¢
x7 = 0.14679829229350011346405875 + 0.00457327347986726117197030 X ¢
x9 = 0.06908457077368200142872350 + 0.00270004859251262162547975 X 1
r11 = 0.19765010141051441026067503 + 0.01597944433249162301975551 X ¢
x13 = 0.45591592941378382702756273 + 0.00252236619274394083228565 X ¢
x5 = 0.36688367539356351877731785 + 0.00312551627242172175017597 X ¢
r17 = 0.23889946623123366752330257 + 0.00291006276041852848205223 X ¢
r19 = 0.01470846531431719353291839 + 0.00771346097986983504070560 X ¢
ro1 = 0.22462102586730975753891037 4 0.00965422011192792731890770 X %
x93 = 0.49129921632975956564217307 + 0.00257513036872268439402058 X ¢
x5 = 0.10140713973360423182022244 + 0.00243008356623841645110313 X ¢
ror = 0.43884922682347698119300056 + 0.00344444258875730195332726 X @
To9g = 0.16715898135877532725860155 + 0.00450026704068726424572735 X ¢
31 = 0.07558310445584470383154802 + 0.00310383426714575065239980 X ¢
33 = 0.40710870745656985161068531 + 0.00314572338408201578108965 X @
35 = 0.24439542828401350136234511 + 0.00684316856591630116038598 X ¢
37 = 0.34932337973365503833209553 + 0.01943816852295751128570264 X @
39 = 0.47004200985759789804496554 + 0.00781056786834524999819313 x ¢



Annexe C

Conjecture de Deligne : valeurs
numeériques

Dans cette annexe figurent les valeurs numériques obtenues concernant les vérifications
des conjectures de Deligne (chapitre V). Nous considérons les newforms normalisées de
poids 2, 4, 6, 8, et 10, a coefficients entiers et de petits niveaux.

Pour chaque poids, nous décrivons d’abord la liste des formes traitées. Puis, nous donnons,
pour chacune des puissances symétriques, les résultats de nos calculs, c’est-a-dire :

— Le signe de ’équation fonctionnelle.

— Les nombres rationnels que nous avons reconnus pour les différentes valeurs de

a(f,m,q).

Nous n’avons pris qu'un nombre limité de coefficients a(n) dans les séries L définissant
L(f,s); les valeurs o(f,m,q) ne sont donc pas toujours tres précises. Néanmoins, elles
“ressemblent” fortement aux nombres rationnels donnés (mais nous n’avons pas utilisé le

symbole ~ comme dans le chapitre V). Ceci nous donne un argument numérique allant
dans le sens des conjectures de Deligne.

C.1 Poids 2

On considere ici les formes modulaires de poids 2 associées aux courbes elliptiques
définies sur Q. On prend :

Fy € Sy(11), Fy € S5(14), F3 € Sy(15),
Fy € S5(17), F5 € 55(19), Fg € S3(21),
Fr Fy € 55(26), Fy € S3(30), Fge S2(37) .

La forme F; (resp. Fg) correspond a la courbe elliptique de coefficients [1, 0, 1, —5, —8] (resp
[1,—1,1,-3,3]). Pour la forme Fg, on choisit la forme modulaire provenant de la courbe
elliptique de rang 1 sur Q. Les premieres puissances symétriques pour F) sont traitées
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dans le chapitre V. Nous avons utilisé, pour les calculs, les 100000 premiers coefficients de
Fourier de ces formes modulaires (300000 pour Fs). Le tableau suivant donne les valeurs
obtenues concernant les formes Fy, F3, Iy, Fy5, Fg, 7, Fg et Fy.

m\ F Fy F3 Fy Fs5 Fg Fr F3 Fy
Puissance 1

e signe : +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1
o(f,1,1) 1 1 1 1 1 1 1 1
Puissance 2

e signe : +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1
o(f,1,2) 1 1 1 1 1 1 1 1
Puissance 3

e signe : +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1
o(f,1,2) 253-172 | 233252 | 24172 | 24371192 | 23.32.72 | 24.3-1.132 24771132 23.31.52
Puissance 4

e signe : +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1
Puissance 5

® signe : -1 —1 —1 -1 -1 -1 -1 -1
o(f,1,3) 0 0 0 0 0 0 0 0
Puissance 6

e signe : +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1
a(f,1,4) 211 38 224 31 226 31 | 26 310 52 222 32 23.38.51.231 | 23,3273 231 | 2113471
Puissance 7

® signe : —1 —1 —1 -1 —1 -1 -1 -1
o(f,1,4) 0 0 0 0 0 0 0 0
Puissance 8

e signe : +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1

Les résultats pour la forme Fg sont donnés dans le tableau suivant :

Puissance 1 : Puissance 2 : Puissance 3 :
e signe : —1 e signe : +1 e signe : —1
eo(f,1,1)=0 eo(f,2,2)=1 eo(f,3,2)=0
Puissance 4 : Puissance 5 : Puissance 6 :
e signe : +1 e signe : +1 e signe : +1
Pas de valeur critique e o(f,5,3)=285! o o(f,6,4)=2°357"
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C.2 Poids 4

On considere les formes modulaires de poids 4 sur T'o(N) avec N < 20 sans facteur
carré. Pour fixer les notations, on prend :

F, e S4<5),
Fy € S4(10),

F e 54(6 ,
F;5 e 34(

) F; e 54(7),
3)a F67F7 65’4(]'4)7

1
s Fy € 54(15), Fio € 54(17), Fi € 54(19)

Afin d’éviter toute ambiguité, précisons que le développement de Fourier des formes Fj,
F;, Fg et Fy commencent par :

By = q+2¢+-+
Fro= q=2¢+---
Fy = q+¢+--
Fy = q+3¢"+--

Le cas de la forme F} est traité dans le chapitre V.
Nous n’avons utilisé ici que les 50000 premiers coefficients de L(f, s) (obtenus par le logi-
ciel Magma ([Magmal).

o(f,7,12)

246 331 57 1323

m\ Fy, 2 F3 Fy Fx

Puissance 1

® signe : +1 +1 +1 -1

o(f,1,2) 23.32 247 22.3-153 0

a(f,1,3) 1 1 1 1

Puissance 2

® signe : —+1 +1 +1 +1

a(f,2,4) 2.325 2.5.7 53 2.7.133.17371
o(f,2,6) 1 1 1 1

Puissance 3

® signe : -1 -1 -1 +1

o(f,3,5) 0 0 0 22.3.73.134.17371
o(f,3,6) 21237 5 210 5,74 11 28,58 29.32.7.138.17373
Puissance 4

® signe : +1 +1 +1 —+1

o(f,4,8) 29,36 54 28,32 5473 25.32.56.43 28.3.75.11.135.173-3
Puissance 5

® signe : —1 -1 -1 +1

a(f,5,8) 0 0 0 220.3.75.1318.173-6
a(f,5,9) 216 39 56, 212 33 56 76 216 35 310 26.3.76.136.1733.48228629
Puissance 6

® signe : +1 +1 —+1

a(f,6,10) 228 320 58 217,32 56 713 19 222 34 519

a(f,6,12) 218 313 59 7.109 | 215.33.57.74.132.61949 | 29.3%.512.59.753229

Puissance 7

® signe : +1

a(f,7,11) 234 323 512 7
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m\ Fy, Fg Fr Fy Fy
Puissance 1
® signe : +1 +1 +1 +1
a(f,1,2) 24.3-1.72 2373171 22,3353 471 23.32.53.29~1
a(f,1,3) 1 1 1 1
Puissance 2
® signe : +1 +1 +1 —+1
o(f,2,4) 2.72 2.52.72.17-1 22,32 53 4771 2.32.52.7.2971
a(f,2,6) 1 1 1 1
Puissance 3
® signe : -1 -1 -1 -1
a(f,3,5) 0 0 0 0
o(f,3,6) 212 3,75 212 53 77 17-3 211 .39 58 47-3 28.37.57.2973.71
Puissance 4
® signe : +1 +1 +1 +1
o(f,4,8) 27.33.74.31 28.3.55.74.1773.151 21535 56 473 347 | 211.36,54.7.29-3.673
Puissance 5
® signe : —1 -1 -1 -1
o(f,5,8) 0 0 0 0
a(f,5,9) 211 36 77 67 | 213.3.58.75.1373.3307 | 226.35.510 473,113 | 210.39.55.7.132.2973.20029
m\ Fy Fio Fiy
Puissance 1
e signe : —1 —1
U(f? 17 2)
a(f,1,3) 1 1
Puissance 2
® signe : +1 +1
o(f,2,4) 2-1.173.19-1 2371193471
o(f,2,6) 1 1
Puissance 3
e signe : +1 +1
a(f,3,5) 2433174191 22.32.72.19% 471
o(f,3,6) 22.3-1.178.1973.23 29.374.198 4773 .59
Puissance 4
® signe : +1 +1
o(f,4,8) 22.33.176.19-1.409 29,371,196 .47-3.2137
Puissance 5
® signe : +1 +1
a(f,5,8) 25721718 19—4 226 3—4 52,1918 476

a(f,5,9)

26.36.5.176.19—

3.1061.2767 | ?777?
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C.3 Poids 6

On considere les formes modulaires de poids 6 sur I'o(N) avec N < 10 sans facteur
carré. Pour fixer les notations, on prend :

F, e S6<3>, F; e Sﬁ(5), F; e 56(6),
F, e 56(7), F5,F6,F7 S 56(10)

Précisons que le développement de Fourier des formes Fx, Fg, F; commencent par :

Fs = q—4¢° +24¢* + - -
Fr o= q—4¢> —26¢° +---

Le cas de la forme F} est traité dans le chapitre V.
Nous n’avons utilisé ici aussi que les 50000 premiers coefficients de L(f,s) (obtenus par
le logiciel Magma).

m\ Fy, 2 F3

Puissance 1

® signe : +1 +1

a(f,1,3) 2-15-131 2-17

o(f,1,4) 2-1.3551171 28351311

a(f,1,5) 1 1

Puissance 2

® signe : +1 +1

a(f,2,6) 24354117131 2436711311

a(f,2,8) 2763252117131 23.33.71.131~1

a(f,2,10) 1 1

Puissance 3

® signe : +1 —+1

o(f,3,8) 21.33.516 11-3.311 226 320 71 1313

a(f,3,9) 2-1.325311-1.313 27.38.73.131~1

o(f,3,10) 22.33 513,113,311 41! 225 317 71 1111313
Puissance 4

® signe : +1 +1

o(f,4,12) 2-4.33.511.11-3.291 314 217,318 74 1911313
o(f,4,14) 276,32 58.11-3.313.143833! 213 312 73 131-3.3131.709!
Puissance 5

® signe : -1 —1

a(f,5,13) 0 0

o(f,5,14) 2437531 11-6.131.314 251 340 74 g9l 1316
o(f,5,15) 34.510.11-3.171.316.149231 25.39 51.76,131-1.150791"
Puissance 6

® signe : +1 +1

o(f,6,16,) | 278.37.531.1176.131.231.316.353! 244 346 76 131-6 5711
a(f,6,18) 2-7.39.523,11-6.317.481718811 243 339 52 77 291 13162631
a(f,6,20) 26,36 518 11-5.316.431.1091.558891.839031 | 234.332.76.111.131-6.494562355127!




128 CONJECTURE DE DELIGNE : VALEURS NUMERIQUES

m\ Fy, Fy Fs

Puissance 1

® signe : -1 +1

a(f,1,3) 0 2.7.371

o(f,1,4) 2238 742771 29.3-15%4181-1

o(f,1,5) 1 1

Puissance 2

® signe : +1 +1

a(f,2,6) 23,3175 431 2771 26 3-154. 71,1811
o(f,2,8) 2753271 432 2771 22,3151 71 4311811
a(f,2,10) 1 1

Puissance 3

® signe : —1 +1

a(f,3,8) 0 229 3-2 514 71 1813
a(f,3,9) 2743275433 2771 27.53.73.531.181 1
o(f,3,10) 27.33.711 431 2773 26171 226 510 71 111.191.181-3
Puissance 4

® signe : +1 —+1

o(f,4,12) 27537 713 434 2773 219 3-1 59 74.1813.86811
o(f,4,14) 275.33.77.433 27773 520071131 214 3-1 56 73 181-3.305615771
Puissance 5

® signe : +1 —1

o(f,5,13) 2-8.35.53,719 436 2773 0

a(f,5,14) 27.37.725 434 .277-6.607164791 254 3—1 526 74 131 18162231
o(f,5,15) 2636 51 712 131 291 436 2773 32591 | 227.32 510 76 1371 181—3.2713!
m\ Fy, Fps Fy

Puissance 1

® signe : +1 -1

a(f,1,3) 522-13-1 0

a(f,1,4) 28.3-1 541371 295420171

a(f,1,5) 1 1

Puissance 2

® signe : +1 +1

o(f,2,6) 243~ 155711371 26325520171

a(f,2,8) 22.3-152 721371 22355220171

o(f,2,10) 1 1

Puissance 3

® signe : +1 -1

o(f,3,8) 228 3—2515 1373 0

a(f,3,9) 26.56.131.231.1371 27.37.56.2017-1

a(f,3,10) 226 512 171 1373 226 33 512 71 1631.2017-3
Puissance 4

e signe : +1 +1

o(f,4,12) 216 3—1 514 72 137-3.3971 219,39 513 7691 20173
o(f,4,14) 212 3—-1 58 71 111.13773.90654491 214 37 58 20173.85486963!
Puissance 5

® signe : —1 +1

o(f,5,13) 0 226 316 520 90173
o(f,5,14) 254.3-1.528 112.137-6.1631 255 310 528 71 9017-6.477411
a(f,5,15) 218 32 515 231 591.137-3.3971.76031 223 315 515 9017-3.5383571

C.4 Poids 8

On considere les trois premieres formes modulaires de poids 8 i.e.
F e 58(2)7 F, e 58(3), F; e Sg(5>

Le cas de la forme F} est traité dans le chapitre V.
Nous n’avons utilisé ici aussi que les 50000 premiers coefficients de L(f,s) (obtenus par
le logiciel Magma).
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m\ Fy, 2 F3

Puissance 1

® signe : +1 -1

a(f,1,4) 26.37.89~1 0

o(f,1,5) 2-1.3-1 51411 2-1.3-213!

a(f,1,6) 25.37.89-1 2437156 179-1

o(£,1,7) 1 1

Puissance 2

® signe : +1 +1

o(f,1,8) 2-1.37.411 891 272.372,58.131.1791
a(f,1,10) 35571411891 3-2.55.13L.1791

a(f,1,12) 27331191 411,891 2-4.374.52.131.291 831,179~ 1
a(f,1,14) 1 1

Puissance 3

® signe : -1 +1

o(f,1,11) 0 23.3—4 5111331791
a(f,1,12) 215 324 71 411 893 211 3-2 523 131 1793
o(f,1,13) 23.37.413.89-1 212 3-6 58 1331791
a(f,1,14) 216 325 51 411 893 212 31 521 131 1793
Puissance 4

® signe : +1 +1

o(f,1,16) 25.323 51 414,893 2137752313171 .411.1793
a(f,1,18) 23.319 51 112 414.89-3 2-1.3-7.518 72.133.1731.17973.6961"
a(f,1,20) 25314 5-1.131.413.8973.1911.43971 21.3-6 511,134.231.179-3.75491 2674191
Puissance 5

® signe : —1 +1

a(f,1,18) 0 220.3-6.552,133.179—6
a(f,1,19) 29.328 71 416 .89—3.1311 29.379.527.136.179~3.750929!
a(f,1,20) 230 349 52 131 414.89-6.269! 221.3-7.548 135.179-6.19131
o(f,1,21) 211,323 51 71 371 416,.89—3.1117! 212 3-10 524 71 136 191 .831.1371.1793.5691
Puissance 6

® signe : +1

o(f,1,22) 214 357 52 416 .89—6 72191

a(f,1,24) 212 349 51 417 791 .89—6,14763591

a(f,1,26) 215 344 52 171 231 416.89-6.1091.2571.43597!

a(f,1,28) 212 337 52.416.8976.426556356498684053

C.5 Poids 10

On considere les deux premieres formes modulaires de poids 10 : facteur carré. On

prend :

Py € 810(2), Fr e Siw(3) ,

avec Fy = ¢+ 18¢% + - - -. Nous n’avons utilisé ici aussi que les 50000 premiers coefficients
de L(f,s) (obtenus par le logiciel Magma).
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m\ Fy, I3 s
Puissance 1
® signe : +1 +1
a(f,1,5) 2-13-15-1311 2-1325-17-1 111
a(f,1,6) 217 3=l 5-1 71 27.39.5-1.33771
a(f,1,7) 2—13-17-1311 2—l7-111t
a(f,1,8) 2173-15- 171 24.39.5-1.71.3371
o(f,1,9) 1 1
Puissance 2
® signe : —+1 +1
a(f,1,10) 210 3—1 5—1 7—1 311 2-2.311 5-1 111 3371
a(f,1,12) 26.3-15-17-1311 2-1375-17-1 1111713371
o(f,1,14) 28.3725-1 772311 2-1.355-1 7-1111.311.337-1
a(f,1,16) 3-25-27-1311.731 2-7.33.5-2.111.291.1791 3371
o(f,1,18) 1 1
Puissance 3
® signe : +1 +1
o(f,1,14) 255 3-1 5-2 7-3 311 216 336 5—=2 7-1 111 3373
a(f,1,15) 214 5-1 7-1 313 25315 5—1.7-2 113 3371
a(f,1,16) 250 3=15-2 7-3 311 471 216 331 5-2 111.1071.337—3
o(f,1,17) 214 7-1.313 ol 314 7-1 1143371
a(f,1,18) 252 51 7-2 311 217 327 5—1 71 111.337-3.13671
Puissance 4
® signe : +1 +1
a(f,1,20) 239 3—1 5-2 7-2 314 24,336 5—2 7-1 114.231.337-3
a(f,1,22) 234.3-2.7-2.313.113! 328.113.192.33773.443!
a(f,1,24) 231.5-3.7-3.313.731.36071 322.5-3.771.113.831.33773.8591.43959591
a(f,1,26) 227 3-15-1 7-3,131.313.3371.809" 21,320 5-1 7-1 114,1271.337-3.153591 74279
Puissance 5
® signe : -1 -1
a(f,1,23) 0 0
o(f,1,24) 2107 5-3 7—4 313 349! 230 370 5-3,113.337-6.328061"
a(f,1,25) 249 3—1 5-1 7-3 316 1147971 210 339 5-1 7-4 116 191,1271.337—3.298031%
a(f,1,26) 2103 32 5-2.7-5.314.22731 230,365 5-2.114.191.33776.5926567!
a(f,1,27) 247.7-2.316.711.9293! 28.334.7-3.116.671.337-3.1127711.381077*
Puissance 6
® signe : +1
o(f,1,28) 29432 5-2.7-5 316 267831
a(f,1,30) 284 31 5—2.7-5 3161791 44317191
a(f,1,32) 276.31.5-2.775.317.348439610993"
a(f,1,34) 275 31.5—2,7-5.316.3248070191048671
o(f,1,36) 777
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Résumé : Cette these est constituée de plusieurs parties indépendantes qui s’integrent
toutes dans le cadre général de ’étude des courbes elliptiques et des formes modulaires.
Nous nous intéressons tout d’abord au revetement modulaire des courbes elliptiques
définies sur Q. En particulier, nous décrivons la méthode des points de Heegner pour le
calcul explicite des points rationnels non triviaux lorsque le rang analytique de la courbe
elliptique vaut 1. Nous étudions alors le cas des cubiques de Sylvester (z3 + y* = m).
Nous expliquons comment déterminer efficacement le degré modulaire en utilisant le carré
symétrique de la série L de la courbe elliptique. Puis, nous proposons une étude des points
critiques du revétement.

En se basant sur I’analogie qui existe entre les courbes elliptiques et les corps de nombres,
nous faisons une étude sur les groupes de Tate-Shafarevitch des courbes elliptiques définies
sur QQ similaire a celle de Cohen et Lenstra sur les groupes de classes d’un corps de nombres.
Enfin, 'utilisation du carré symétrique pour le calcul du degré modulaire, s’inscrit dans le
cadre plus général des conjectures de Deligne sur les valeurs spéciales des séries L. Nous
expliquons comment vérifier numériquement ces conjectures dans le cas des puissances
symétriques des séries L de formes modulaires, et nous donnons un nombre conséquent
d’exemples.

Title : Modular forms and invariants of elliptic curves defined over QQ

Abstract : This thesis consists of several independant parts all concerning the general
setting of elliptic curves and modular forms. First, we are interested in the modular
parametrization of elliptic curves defined over Q. In particular, we describe the Heegner
points method to compute explicitly non-trivial rational points whenever the elliptic curve
has an analytic rank 1. Then, we study the family of Sylvester cubics (z® + 3* = m). We
also explain an efficient method to compute the modular degree using the symmetric
square L-fonction associated to the elliptic curve. Then, we give a study of the critical
points of the modular parametrization.

Starting with the deep analogy between elliptic curves and number fields, we make a study
of Tate-Shafarevitch groups of elliptic curves defined over Q similar to the one made by
Cohen and Lenstra of class groups of number fields.

Finally, the use of the symmetric square L-function in order to evaluate de modular degree
belongs to the more general setting of the Deligne conjectures concerning the critical
values of L-functions. We explain how to verify these conjectures numerically in the case
of symmetric powers of L-functions of modular forms, and we give many examples.
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